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解析几何练习题答案

第一章 向量与坐标

一、填空

1.4 2.2 3.  1,2,7 B 4.
2
6










 0,
2
2,

2
2

5. 5

6. 

 bac 2
二、选择

1.D 2. C 3. B 4.B 5.C 6.D 7.C 8.B
三、

1.× 2.× 3.√ 4.× 5.× 6.√
四、计算

1．解：因为 1|| a , 4|| b , 5|| c , 并且 0 cba

所以 a与b同向，且 ba  与 c反向

因此 0ba ， 0 cb ， 0 ac
所以 0 accbba

2. 解: 2|| a , 7|| b , 5|| c , 且 0 cba

则 反向均与、同向，与 bcaca .

所以 accbba 

000 0cos25180cos57180cos72 

103514 
39

3.解： 3cos||  baba （1）

4sin||  baba （2）

 22 2)1(  得   252  ba

所以 5 ba

4．解：设 x的坐标为  zyx ,, ，又  2,5,1 a

则 325  zyxxa （1）

又 x与a共线，则 0 ax
即
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     
0

5252

512125
251




















kyxjxzizy

k
yx

j
yx

i
zy

zyx
kji

所以       05252 222  yxxzzy

即 01042026529 222  xyxzyzzyx （2）

又 x与a共线， x与 a夹角为0或

  30
3

251
10cos

222222222 







zyxzyx

ax

整理得
10
3222  zyx （3）

联立      321 、、 解出向量 x的坐标为 





 

5
1,

2
1,

10
1

5、解：      2 , 1 , 2 , 1 , 2 , 2 , 1 , 1 , 4AB AC BC       
  

2 2 4 0AB AC AB AC      
   

，所以 ABC 为直角三角形，

42
2

233
9cos 














B
BCAB

BCABB

6.解： rcba  且它们两两所成的角相等，设为

则有 1101101 ba

则 2

1cos
rba

ba







设向量 c的坐标为  zyx ,,

则 11cos011 2 
r

rrbayxzyxca  （1）

11cos110 2 
r

rrcbzyzyxcb  （2）
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2011 222222  rzyxc

所以 2222  zyx （3）

联立（1）、（2）、(3)求出












1
0
1

z
y
x

或





















3
1
3
4
3
1

z

y

x

所以向量 c的坐标为  1,0,1 或 





 

3
1,

3
4,

3
1

7.解：因为  103 ，，A ，  1,4,2 B ,  3,2,0 C ,  3,0,2 D

所以  0,10,1 


AB

 2,8,3 


AC

 4,6,5 


AD

（1） 





 

ADACAB ,, 是以它们为邻边的平行六面体的体积

  176121200010032
465
283
0101







V

（2）由立体几何中知道，四面体 ABCD（三棱锥 BCDA  ）的体积

3
88176

6
1

6
1

 VVT

（3）因为  222 ，，


BC ，  444 


，，BD

kji
kji

BDBC 01616
444
222 





所以     2161616 22 


BDBC ，这是平行四边形 BCED的面积

因此 SS BCD 2
1

 □ BCED 28216
2
1



(4)设点 A到平面 BCD的距离为H ，由立体几何使得三棱锥 BCDA  的体积
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HSV BCDT  3
1

所以

2
211

2
11

28
3
8833





BCD

T

S
VH
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第二章 轨迹与方程

一、填空

1. 1
222
 zyx 球面











0

122

z

yx xoy平面上的圆

2. 点  3,2,1 z轴 3.  

















t

b
taty

b
tax

,
3

2

4.   42 222  zyx
二、计算

1. （1） z
b
y

a
x 42

2

2

2


（2） 12

2

2

2


b
y

a
x

（3）  0,1222  zzyx

2.（1）










;0

,042

zy

xy
（2）











;

,

zyx

ayx

（3）










02

02
2

22

xz

xyx

3.（1）
















2

4

2

tz

ty

tx

（2）  







20

cos

,sin

,cos
















z

y

x



扫码关注【拜课网】公众号开始学习 6

第三章 平面与空间直线

一、填空

1. 相交 2. 2 3. -2 4. 18 5. 07453  zyx 6.
3
4

7.





















tz

ty

tx

2
15

2
24

2
13

8. 032  zyx 9.
312 


zyx

二、选择

1. A 2.A 3.C 4. D 5.A 6.A 7.B

三、判断

1. √ 2. × 3.√ 4.× 5. √

四、 计算

1．解：因为  7,8,3A , )3,2,1( B

AB中垂面上的点到 BA、 的距离相等，设动点坐标为  zyxM ,, ，则由 MBMA  得

           222222 321783  zyxzyx

化简得 027532  zyx

这就是线段 AB的中垂面的方程。

2. 解：设所求直线与 y轴交点为  0 , , 0a ，则其方向向量为 2 , 3 , 4a  ，此向量应

与 y轴垂直，所以 3a   ，所求直线方程为

2 4
2 4

3

x z

y

  

  

3.解： 1L 的方向向量为  2 1 0 1 , 2 , 3
3 0 1

i j k
  

 

， 2L 得方向向量为 1 , 2 , 3 ，且点

 1 , 1 , 2 在 2L 上但不在 1L 上。所以 1 2//L L 。
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由直线 1L ，令 1z ，得 B 点 1,1,1  ，则垂直于平面的向量  3,0,0 

AB ，

可得平面法向量为

   0,1,230,3,61 

nvn

所求平面方程为     0112  yx

即 012  yx 。

4. 解：平面与直线






012
01

zyx
zyx

平行，直线的方向向量为

 3,2,1
121
1111 







kji

v

平面与直线 zyx








1
2

2
1

平行，直线的方向向量为  1,1,22 

v

平面的法向量为

 3,5,1
112
32121 







kji

vvn

且平面过点  1,2,1 ，则平面方程为

       
0635

0132511





zyx

zyx

5.解：由题意知，两直线的方向矢与平面的法向量垂直，即

 1,0,2
211
43221 




kji

vvn

平面过直线，即过直线上面的点  3,2,1 A ，则可得平面的方程为

     
052

0312012





zx

zyx

6.解：直线







0132
012

zyx
zyx


与 x轴相交，则交点坐标为  0,0,x ，代入直线方程为

01 x （1）
01 x （2）
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（ 1） +（ 2）得   01  x ，而原点  0,0,0O 不在直线上，故 0x ，所以

1,01  

7.解：线段平行于平面，则平面的方向向量  5,2,3 


zMN 与平面的法向量  1,4,7

n

垂直. 则有   0154273  z

即 8z

8.解： 直线L在平面 上，即直线L的方向向量与平面 的法向量  1,1,1 

n 垂直，

又与直线 1L 垂直，即直线L的方向向量与直线 1L 的方向向量  1,1,11 

v 垂直，

则  2,0,2
111
1111 




kji

vnv

直线L在平面 : 1 0x y z     上，取 上一点，令 1 zy ，则 1x

得点  1,1,1 ，则直线的方程为

2
1

0
1

2
1








 zyx

9.解：由题意知，两直线的方向向量与平面的法向量垂直，即

 1,3,1
112
10121 




kji

vvn

平面过直线 1L ，即过直线 1L 上面的点  3,2,1A ，则可得平面的方程为

     
023

0312311





zyx

zyx

10．解：与 xoy平面垂直的平面平行于 y轴，方程为

0 DCzAx (1)

把点  123 ，，A 和点  321  ，，B 代入上式得

03  DCA (2)
03  DCA (3)
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由（2），（3）得
2
DA  ,

2
DC 

代入（1）得 0
22

 DzDxD

消去D得所求的平面方程为

02  zx

11.解；设动点为  zyxM ,, ，由点到平面的距离公式得

     222222 1025

101025

213

623








 zyxzyz

所以  101025
129
14623  zyxzyx

12.解：设截距的比例系数为 k，则该平面的截距式方程为

1
562


 k

z
k
y

k
x

化成一般式为 0306515  kzyx

又因点  0,0,0O 到平面 的距离为 120，则有

 
120

6515

30
222




 k

求出 2864k

所以，所求平面方程为 02861206515  zyx

13.解：两平面的法向量分别为  6,1,1 


mn ，  11,3,22 mn 


，由


1n ⊥


2n ，得

066212  mm

求出
19
66

m

14.解： A在 z轴上，故设 A的坐标为（0 0 z），由点到平面的距离公式，得

   
7

724

147
222




 z

所以 69147  z

则 692 z

那么 A点的坐标为  692,0,0 A
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15.解：两已知直线的方向向量分别为    011011 21 ，，，，， 

vv ，平面与直线平行，则

平面的法向量  CBAn ，，


与直线垂直

由

n ⊥



1v ，有 00  BA （1）

由

n ⊥



2v ，有 00  BA （2）

联立（1），（2）求得 0,0  BA ,只有 0C

又因为平面经过点  021 ，，P ，代入平面一般方程得

  00C2010  D

所以 0D
故所求平面方程 0Cz ，即 0z ，也就是 xoy平面。

16.解：设所求直线的方向向量为  pnmv ，，


，

直线与平面 0123  zx 平行，则

v ⊥


n ，有

023  pnm （1）

直线与直线
12

3
4
1 zyx








相交，即共面

则有 0
200311

124 



pnm

所以 01287  nm （2）
由（1），（2）得

87
13

712
32

128
21













pnm
，即

31504 





pnm

取 4m ， 50n ， 31p ，得求作的直线方程为

31
2

504
1








 zyx

17.解：设通过点 )0,0,0(A 的平面方程为 0)0()0()0(  zCyBxA

即 0 CzByAx (1)

又直线
1
4

1
4

2
3 





 zyx

在平面上，则直线的方向向量

v 与平面法向量


n 垂直
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所以 02  CBA (2)

直线上的点  4,4,3  也在该平面上，则

0443  CBA （3）

由（1），（2），（3）得知，将 CBA ,, 作为未知数，有非零解的充要条件为

0
443
112

x




zy

即 01158  zyx ，这就是所求的平面方程。

18.解：点  1,0,2 A 在直线上，直线的方向向量  0,1,1

v

 1,1,1 

AP ,则 

AP 与

v 的夹角为

     
0

11111
011cos

22222
















vAP

vAP

所以 090

因此点  0,1,1 P 到直线的距离为     3111 222  APd

19.解：直线







0154
0623

zyx
zyx


与 z轴相交，则有交点坐标为  z，，00 ，

由直线方程得







015
062

z
z


，求得 5

20.解：因为直线与两平面平行，则直线的方向向量垂直于这两平面法向量

由所确定的平面，得直线的方向向量为

kji
kji

nnv 





134
113
40121

将已知点代入直线的标准方程得

1
5

13
2

4
3 





 zyx

21.解：设求作的平面为 0 DCzByAx (1)

直线
41

2
3
5 zyx







在该平面上，则有点  0,2,5 在平面上，且直线的方向向量
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 4,1,3

v 与平面的法向量  CBAn ,,


垂直

所以 025  DBA (2)
043  CBA (3)

又平面与已知平面 015  zyx 垂直，则它们的法向量垂直

所以 0 CBA (4)

联立(2),(3),(4)得





















DC

DB

DA

34
2
34
7

39
5

代入（1）式消去D并化简得求作的平面方程为

039275  zyx

22.解：已知点 )4,1,0(A , )0,3,2(B ，设 AB的中垂面上任一点的坐标为  zyxM ,, ，由两

点间的距离公式得            222222 012410  zyxzyx

化简得 012  zyx

23.解：平面 0112:1  xmyx ，  1,,21 


mn

平面 1:2  zymx ，  1,1,2 


mn

1 与 2 垂直，则


1n ⊥


2n ，所以 021 

nn

即 012  mm
所以

3
1

m

24.解：根据题意可知直线的方向向量  2,1,1


v ，平面的法向量  1,1,2 


n

    03211112 


vn 且


n与


v 不平行，所以直线与平面相交.

令直线方程 tzyxl 






 2

1
1
1

1
: ，则可得直线的参数方程













12
1

tz
ty
tx

，

带入平面方程可得 1t ，则得到交点  10,1 ， ，
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交角  
    2

1

112211

3
,sin

222222
















vn

vn
l  ，则可得直线与平

面的交角为
6


.
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第四章 柱面、锥面、旋转曲面与二次曲面

一、填空

1. 222 zyx  2. 1
994

222


yzx
双叶双曲面 3.











0

122

z

yx

4. 1
499

222








 
zyx 4 94  

5. 12 222  zyx
二、选择

1.B 2.B 3. A 4. C 5. B 6.A

三、计算

1. 解:方程       1149 222  zkykxk (1)

① 9k 时,(1)式不成立,不表示任何图形;

② 94  k 时,(1)式变为 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

,表示双叶双曲线;

③ 41  k 时,(1)式变为 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

,表示单叶双曲线;

④ 1k 时,(1)式变为 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

,表示椭球面;

⑤ 1k 时,(1)式变为 12

2

2

2


b
y

a
x

,表示母线平行于 z轴的椭圆柱面;

⑥ 4k 时,(1)式变为 12

2

2

2


b
z

a
x

,表示双曲柱面;

⑦ 9k 时,(1)式变为 12

2

2

2


c
z

b
y

,不表示任何图形;

2. 1）解：单叶双曲面（或旋转双曲面）

2）解：锥面（以原点为顶点，以 z轴为对称轴）

3）解：旋转抛物面（以  1, 0 , 0 为顶点，开口朝上）
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3.解：设  ,,, 1111 zyxM 为准线上的任意点，那么过 1M 的母线为

111 z
z

y
y

x
x

 （1）

且有 1
49

2
1

2
1 

yx
（2）

11 z （3）

由（1）、（3）得
z
yy

z
xx  11 , （4）

（1）代入（2）得所求的锥面方程为 1
49 22

2

2

2


z
y

z
x

即 1
149

2

2

22


zyx
.

4．解：设轨迹上任一点的坐标为  zyxP ，， ，依题意，该圆锥面的轴线与平面 0 zyx

垂直，则轴线的方向矢为  111 ，，

v ，又点  0,0,0O 与点  1,23， 在锥面上过这两点的线的

方向矢为  1,2,31 l ，点 )0,0,0(O 与点  zyxP ，， 的方向矢为  zyxl ,,2  ，则有 1l 与

v

的夹角和 2l 与

v 的夹角相等，即

222222222222 111123
111213

111
1111










zyx
yx

化简得所求的圆锥面方程为

01414111111 222  yzxyzyx
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5.解：过 z轴的平面为 0 ByAx （1）

球面方程化为        9543 222  zyx

表示球心坐标为  5,4,3 O 到截面圆的圆心的距离为

523 22 d ,如题三.4 图所示

由点到平面的距离公式为

5
43

22






BA

BA

化简得 011244 22  BBAA

解关于 A 的一元二次方程地
 

42
11442424 22





BBB

A

求出 BABA
2
11,

2
1

21 

分别代入(1)式得 0
2
11,0

2
1

 ByBxByBx

消去 B得所求平面方程为 yx 2 或 yx
11
3



6．解:如习题三.5 所示,圆柱面在 xoy平面上投影的圆心坐标为

 1,1 , 半 径 为 2 , 所 以 求 作 的 圆 柱 面 方 程 为

    211 22  yx

7.解:设以 z轴为母线的柱面方程为     222 abyax  (1)

因为点 )2,2,4(,A , )7,3,6( B 在柱面上,则有

    222 24 Rba  (2)

    222 36 Rba  (3)

则     222 00 Rba  (4)

联立(2),(3),(4)求出
8
25

a ,
4
5

b ,
64
2252 R

代入(1)式得所求的柱面方程为

64
225

4
5

8
25 22







 






  yx
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第一章 实数集与函数

一、选择题

1.B 2.B 3.D 4.B 5.D 6.B 7.C 8.C 9.B
二、填空题

1.  1 2.
1

 10,0 3.     ,33,2 4.
1

2 x
5. [ 1,1] 6.  0,2

7. 奇 8.  1 e 1
2

xy   y x 9. 1 0 10. 1
2
1

11. x2tan3

12. euy  2u v arctanv x 13.  2 14. 



 e,
e
1

三、解答题

1.解：令
x

t 1
 ，则

t
x 1
 ，

 
t
t

tt
t

ttttt
tf 1111111111 2

2

2

2

2 










 ，

所以  
x
x

x
xf 11 2 

 .

2.证明：任取 1x ，   ,2x ， 21 xx  ，则

          031313 212121  xxxxxfxf ，即    21 xfxf  ，

所以   13  xxf 在   , 上严格递增.

3.证明：任取 1x ， 





2
π,

2
π

2x ， 21 xx  ，则有
2
π

22
π 21 




xx
， 0

22
π 21 




xx
，

因此 0
2

cos 21 
 xx

， 0
2

sin 21 
 xx

，

从而     0
2

sin
2

cos2sinsin 2121
2121 




xxxxxxxfxf ，

即    21 xfxf  ，所以   xxf sin 在 





2
π,

2
π

上严格递增.

4.证明：任取 1x ，  π,02 x ， 21 xx  ，则 π
2

0 21 



xx

， 0
22

π 21 



xx

，
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从而 0
2

sin 21 
 xx

， 0
2

sin 21 
 xx

，

    0
2

sin
2

sin2 2121
21 




xxxxxfxf ，即    21 xfxf  ，

所以   xxf cos 在  π,0 上严格递减.

第二章 数列极限

一、填空题

1.
2
1

2.
1 2
3 0 3.

3
1

4. 10 5.
e
1 e e

二、判断题

1. × 2.√ 3. × 4. ×
三、解答题

1.证明：（1）因为
 

nnn
nn

n
n 1

1
1

1
11

1











，

所以 0 ，取 11







N ，当 Nn  时有 


1
1n

n
，

故 1
1

lim 
 n
n

n
.

（2）因为
   

    











122
32

122
12332

2
3

12
3

22

22

2

2

n
n

n
nnn

n
nn

   2
1

1
222

22
2 





 n

nn
nn

，

所以 0 ，取












 11,2max


N ，当 Nn  时有 



2
3

12
3

2

2

n
nn

，

故
2
3

12
3lim 2

2





 n
nn

n
.

（3）因为
nn

n
nnnn

n
n

13210!
  ，
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所以 0 ，取 11







N ，当 Nn  时有  0!
nn
n

，

故 0!lim 
 nn n
n

.

（4）因为
nnn
4π0πsin  ，

所以 0 ，取 14







N ，当 Nn  时有  0πsin
n

，

故 0πsinlim 
 nn

.

2.解：（1）原式 2

3
11

2
112

lim

3
2
3
11

3
1

2
1
2
11

2
1

lim

3
11

3
11

3
1

2
11

2
11

2
1

lim 













































































 n

n

nn

n

nn

n

n
.

（2）原式 























 






 

 1
11

3
1

2
1

2
11lim

nnn


1
1

11lim 










 nn
.

3.解：（1）因为
n

nnn
n

2
1

2
11

2
1

8
1

4
1

2
1

2
1

8
1

4
1

2
1

284

2

22222222222 
 

 ，

且   n
n

nn 12221
1

2
1

，

所以根据迫敛性定理知原式 2
2

2lim
2
1 


n

n
.

（2）当 2n 时， 111
2
1


n

.

因为 11lim
2
1lim 



n

n

n

n
，

所以根据迫敛性定理知
n

n

n

11lim 


.
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（3）因为
   

 





 n
nnn

n
nnnnnn

0111111
2
1

1
110

22222222
 ，

所以根据迫敛性定理知
   

0
2
1

1
11lim 222 













 nnnn
 .

（4）当 3n 时，
nn 33  ，所以 2333333 3 nnn

n
n

n
n

n
n  .

因为 323lim23lim
1




n
n

n

n
，所以根据迫敛性定理知 33lim 3 



n
n

n
n .

（5）因为
1

1
2

1
1

1
22222 











 n

n
nnnnnn

n  ，且

1
1

limlim
22





  n

n
nn

n
nn

，

所以根据迫敛性定理知 11
2

1
1

1lim
222
















 nnnnn
 .

（6）因为
  

 















 n

nnn
n

n
n 0

12
1

1212
12

53
3

31
1

2
12

4
3

2
10  ，

所以根据迫敛性定理知 0
2

12
4
3

2
1lim 




 n
n

n
 .

4.证明：令
 nna n
1 .

当 kn 2 时， kan 2 ，所以 
 nk
alim ；

当 12  kn 时，  
12

112 1


 

k
kan ，所以 0lim 

 nk
a .

所以数列
  nn 1

的极限不存在，即数列
  nn 1

发散.

5.证明：令
4
πcos nan  .

当 kn 8 时， 1π2cos
4
π8cos  kkan ，所以 1lim 

 nk
a ；

当 48  kn 时，
    1π12cos

4
π48cos 


 kkan ，所以 1lim 

 nk
a .

所以数列








4
πcos n 的极限不存在，即发散.

6.证明： 221 a ，设 2na ，则 22221  nn aa ，

所以数列 na 有上界 2 .
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因为
    

0
2

2

2

2

2

22
2

2

1 















nn

nn

nn

nn

nn

nnnn
nnnn

aa

aa

aa

aa

aa

aaaa
aaaa ，

所以数列 na 是单调递增且有上界的数列.

由单调有界定理知数列 na 的极限存在.

设极限为 a，对等式 nn aa 21  两边同时取极限，有 aa 22  ，解得 0a （舍去）

或 2a .故 2lim 
 nn
a .

7.证明：由 031 a 知 211 33 aaa  .

设 1 kk aa ，即 3 kk aa ，故 3333 1  kkk aaa ，

所以 33 1  kk aa ，即 21   kk aa .

由数学归纳法知，对任意的自然数 n，有 1 nn aa ，即数列 na 单调递增.

又因为当 0c 时， 3131 a ，设 31na ，

则 3133213311  caa nn ，

所以数列 na 有上界 31 ，

所以由单调有界定理知数列 na 的极限存在.

设极限为 a，对等式 32
1  nn aa 两端取极限，得 32  aa ，解得

2
131

a .

由于 0na ，故
2
131lim 


 nn
a .

8.证明：取
2
1

0  ，对 0N ，取 Nm 0 ， 00 2mn  ，则

0
0

0
000 2

1
2
1

2
1

2
1

1
1

00








m
m

mmm
aa mn  ，

所以根据柯西收敛准则知数列 na 发散.

第三章 函数极限

一、选择题

1.D 2.A 3.B 4.D 5.D 6.C 7.C 8.A
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二、填空题

1.1 1 2. 3e e 3. 2e 4. a2e 5.
2
π2
2

 6.1
3
2

7. 90

2070

5
83 

8.
4
1 5 9. 1

10.0 8 2 11.0 1

三、判断题

1.× 2.√ 3.√ 4.× 5.√ 6.×
四、解答题

1.证明：（1）当 0x 时，
xx

xx
x
x 5656656







.

0 ，只要取

5

M ，当 Mx  时，有 
 656
x
x

，

故 656lim 


 x
x

x
.

（2）当 120  x 时，有

    2322242862106 22  xxxxxxxxx .

0 ，只要取








3
,1min  ，则当 120  x 时，有    21062 xx ，

故   2106lim 2

2



xx

x
.

（3）当 2x 时，
xxxxx

xx
x
x 4

11
4

1
4

1
151

1
5

22

22

2

2

















.

0 ，只要取









4,2maxM ，当 Mx  时，有 


 1
1
5

2

2

x
x

，

故 1
1
5lim 2

2





 x
x

x
.

（4）由      2,222224 2  xxxxx  ，得
4

2
2

x .

0 ，
4

2  ，只要
4

2
2

x ，便有  24 x ，

故 04lim 2

2



x

x
.
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2.解：（1）原式 2

2
1

lim
2

2

0



x

x
x

.

（2）原式
  

  xxxx
xxxx

x sin1tan1cos1
sin1tan1sin1tan1lim

0 





   xx
xx

xx
xx

xx cos12
sintanlim

cos12
sin1tan1lim

00 










 
 
 xx

xx
xx
xxx

xx cos12
cos1tanlim

cos12
costantanlim

00 










2
1

2
lim

2
tanlim

00


 x
x

x
x

xx
.

（2）原式  
 
  3

21
3lim

21
3lim

21
31133lim

02

2

02

23

0















 x
x

xx
xx

xx
xxxx

xxx
.

（3）原式
   
   

  
  4321

2921lim
22321
2321321lim

44 







 xx

xx
xxx
xxx

xx

  
  

  
  4321

242lim
4321

282lim
44 








 xx

xx
xx

xx
xx

 
  3

4
321

22lim
4







 x
x

x
.

（4）令
2
π

 tx ，则
2
π

x 时相当于 0t ，

故 1sinlim2
πcos

lim

2
π

coslim
00

2
π











 




 t
t

t

t

x

x
ttx

.

（5）
121212

13
31lim

13
313lim

13
23lim










































 x

x

x

x

x

x xx
x

x
x   212

13
3lim

ee 



x

xx .

（6）因为 1limlim
9

lim
22


  x

x

x

x

x

x
xxx

， 1limlim
9

lim
22





  x

x

x

x

x

x
xxx

所以
9

lim
2  x
x

x
不存在.
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（7）
      

     xxxxxxx

xxxxxxx

xx

xx
xx
















 

















1111111

1111111
lim

11

11lim
2

3
2

3
2

333

2
3

2
3

2
3

0330

   

 
   

2
3

11

111
lim

112

1112
lim

2
3

2
3

2
3

0

2
3

2
3

2
3

0




















 xx

xxx

xxx

xxxx

xx
.

3.解：（1）因为 1cos1  x ，所以 1cos1  xxxx .

所以
xx

xx
x

11cos11 


 .

因为 111lim11lim 





 






 

 xx xx
，

所以根据迫敛性定理知 1coslim 


 x
xx

x
.

（2）因为 1sin1  x ，所以 xxxx  sin .

因为 x ，所以 042 x ，所以
44

sin
4 222 








x
x

x
xx

x
x

.

因为 0
4

lim
4

lim 22 













 x
x

x
x

xx
，

所以根据迫敛性定理知 0
4

sinlim 2 
 x
xx

x
.

4.解：因为 0πlimπlimπsinlim 
 xx

x
x

x
xxx

，

所以由归结原则可知
n

n
n

πsinlim


.

5.解：    



 









 



















11

1
2lim

1
21lim

1
1lim

2
bxa

x
bax

x
xbax

x
x

xxx
，

所以只有当 1a 且 1b 时， 0
1
1lim

2















bax

x
x

x
.

6.解：因为
  

baxxx
baxxxbaxxxbaxxx






1
111

2

22
2

       
baxxx

bxabxa
baxxx
baxxx











1
1211

1
1

2

222

2

22
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     
1

2

122

111

1211










bxa
xx

xbabxa
，

所以只有当 01 2  a ， 021  ab 且 01 a ，即 1a ，
2
1

b 时，有

  01lim 2 


baxxx
x

.

第四章 函数的连续性

一、选择题

1.A 2.B 3.B 4.C 5.A 6.C
二、填空题

1. 1 2 2.
2
3

3. 0x 可去 4. 2

三、判断题

1.× 2.√ 3.× 4.×
四、解答题

1.证明：由于   xxf sin ，  











,0,π

,0,π

xx

xx
xg

于是   
 
 










.0,πsin

,0,πsin

xx

xx
xgf

所以      0πsinlimlim
00


 

xxgf
xx

，      0πsinlimlim
00


 

xxgf
xx

.

又因为    00 gf ，

所以   xgf 在 0x 处连续.

因为     ππlimlim
00


 
xxg

xx
，     ππlimlim

00


 
xxg

xx
，   π0 g ，

所以 0x 是  xg 的跳跃间断点，即  xg 在 0x 处不连续.

2.证明：（1）由题意知，   1120 aafa  ，   nnn aafa  10 ，

所以数列 na 单调递减且有下界，根据单调有界定理知数列 na 收敛.

（2）设 tann



lim ，且 f 在  ,0 上连续，

故对等式  nn afa 1 两边同时取极限得，

     tfafafat nnnnnn



limlimlim 1 ，
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所以   ttf  .

（3）由 0na 及 tann



lim 知 0t ，若 0t ，则   ,0t 且   ttf  ，但由（2）

知   ttf  ，矛盾，故 0t .

3.证明：（1）令 0 yx ，则      000 fff  ，解得   00 f .

因为  xf 在 0x 连续，所以     00lim
0




fxf
x

.

设 R0 x ，则               000000 0limlimlim
000

xfxffxfxxfxxxfxf
xxxxxx




.

所以  xf 在R 上连续.

（2）对整数 p ， q  0 有    1pfpf  ，  111 f
qq

f 







，故对任何有理数 r 有

   1rfrf  ，结论得证.

4.证明：设
5( ) 3 1f x x x   ，函数 ( )f x 在闭区间 [1, 2]上连续，且 (1) 3 0f    ，

(2) 25 0f   ，即     01 xff .由零点定理知，至少存在一个 (1, 2)x ，使 ( ) 0f x  ，

即方程
5 3 1x x  在1与 2之间至少存在一个实根.

5.证明：设   12  xxxf ，易知  xf 在  1,0 上连续，且   010 f ，   011 f ，

即     010 ff .由零点定理知，至少存在一点  2,1 ，使   0f .

6.证明：构造函数 ( ) e 2xF x x   ，则  xF 在  2,0 上连续，且   010 F ，

  04e2 2 F ，即     020 FF .由零点定理知，至少存在一点  2,0 ，使   0F ，

即方程 e 2xx   在 (0, 2)内至少有一实根.

7.证明：令 ( ) ( ) ( )F x f x f x a     0,x a ，

则 (0) (0) ( )F f f a  ， ( ) ( ) (2 )F a f a f a  ， (0) ( ) (0) (2 ) 0F F a f f a    ，

所以 (0) ( ) 0F F a  .

（1）若 (0) ( ) 0F F a  ，则   00 F 或   0aF ，即    aff 0 或    afaf 2 ，

0和 a即为所求.
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（2）若     00 aFF ，则     00 aFF ，由零点定理知，至少存在一点  ba, 使

得   0F ，结论得证.

8. 证 明 ： 假 设 ( ) ( ) ( )F x f x g x    ,x a b ， 则 ( ) ( ) ( ) 0F a f a g a   ，

( ) ( ) ( ) 0F b f b g b   .

因为  xf 与  xg 都在 ,a b 上连续，所以 ( )F x 在区间 ,a b 上也连续，且存在 ,a b使

( )F x 的值异号，于是由零点定理知在 ( , )a b 内至少存在一个 c，使得 ( ) 0F c  ，即在 ( , )a b

内至少存在一点 c，使得    cgcf  .

9. 证 明 ： 对 任 给 正 数  ， 取
2
  ， 当  ''' xx 时 有

  '''''' sinsin xxxx ，故 xsin 在   , 上一致连续.

10.证明：设      axfxfxF  ，由于  xf 在  a2,0 上连续，故  axf  在  a,0

上连续，于是  xF 在  a,0 上连续，于是  xF 在  a,0 上连续，且      affF  00 ，

         02 fafafafaF  .

（1）若    aff 0 ，则 0x ， a均是使得    axfxf  成立的 x .

（2）若    aff 0 ，则     00  aFF ，由零点定理可知，存在  ax ,0 ，使得

  0xF ，即    axfxf  .

由（1）（2）知结论成立.

11.证明：任取 0a ，   xxf cos 在  a,0 上连续，从而一致连续，即对任给正数 ，

存在正数 1 ，对  axx ,0, 21  ，当 121  xx 时，有  21 coscos xx .

现再考虑  xf 在 




 ,
2
a

上的一致连续性.

由于当 




  ,
2

, 21
axx 时，
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2
sin

2
sin2coscos 2121

21

xxxx
xx




21
21

21
21

21

2
1

2
sin2 xx

axx
xx

xx
xx








 .

对 上 述  ， 令  a22  ， 当 




  ,
221
axx 且 221  xx 时 ， 有

     21 xfxf .

现取








2
,,min 21
a ，当   ,0, 21 xx 且  21 xx 时，必有  axx ,0, 21  或






  ,
2

, 21
axx ，从而有      21 xfxf .

故  xf 在  ,0 上一致连续.

12.解：因为函数 ( )f x 在闭区间 ,a b 上连续，

所以一定存在M 与m，使得对于 ,a b 上任一 x都有 ( )m f x M  .

因为 1 2 na x x x b     ，

所以 1( )m f x M  ， 2( )m f x M  ，…， ( )nm f x M 

所以       nMxfxfxfnm n  21 ，

即 1 2( ) ( ) ( )nf x f x f xm M
n

  
 


.

由介值定理可知必存在一点 ，使得 1 2( ) ( ) ( )( ) nf x f x f xf
n


  




.

13.证明：令
π2
1'

n
xn  ，

2
ππ2

1'




n
xn  ,2,1n ，则   0lim ''' 

 nnn
xx ，但

     01
2
ππ2cosπ2coslim1cos1coslimlim

'''
''' 














 













nn

xx
xfxf

n
nn

nnnn
.

故  
x

xf 1cos 在  1,0 上不一致连续.
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第五章 导数和微分

一、选择题

1.B 2.A 3.B 4.D 5.B 6.A 7.C 8.D 9.C 10.B
二、填空题

1. 6 9 2.（1） xxdln （2）   xxxxx d2sin22cos2 2 （3）
 

x
x
x d

1
1

22

2





（4）
 

x
xx

d
ln1
2

2
（5） x

xx
xx d

1
d

2
 3. 3 4. xd3

5.   12e 2  nnnxxx 6. 545.0 7.   0a

8.         xfff xxxxf '' eeee  9. A2

三、判断题

1.× 2.× 3.× 4.√ 5.√ 6.√ 7.× 8.× 9.√
四、解答题

1.证明：设 P点坐标为  300 , xx ，Q点坐标为  311 , xx .

由
2' 3xy  知   2

00
' 3xxy  ，过 P点曲线的切线方程为  02

0
3
0 3 xxxxy  .

又Q点也在切线上，故有  01
2
0

3
0

3
1 3 xxxxx  .从而 01 2xx  .

所以    0'2
00

' 4122 xyxxy  ，

即曲线在Q处的切线斜率正好是在 P处切线斜率的四倍.

2.解：因为
    xx

x
x

x
xxy ln11ln11ln

2
11ln 2

22







 ，

所以
222

'

1
11

111
1

xxxx
x

x
y








 .

3.解：设
xxy 1 ，对其两边同时取对数得 xxxy x lnlnln 1  ，

两边同时求导得 1ln1ln
1

'
1  x

x
xx

y
y

，解出    1ln1ln1
'
1  xxxyy x .

（1）对
xxxy  两边同时取对数得 xxxy xx x lnlnln  ；
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（2）两边同时求导得     1'
'

1ln1ln  xxxx xxx
x

xxx
y
y

；

（3）解方程得      11' 1ln1ln   xxxxx xxxxxxxyy
x

.

4.解：






















































x
x

x
xx

x
xx

x
x

x
x
xy

sin
sin

sin
cossin

sin
cos

sin
sin

sin
sin

cos
2

2
' .

5.证明：由    2'2 2
d
d xxfxf
x

 ，      xfxfxf
x

'2 2
d
d

 ，知

     11212 '' fff  ，即      0111' ff ，所以   01' f 或   11 f .

6. 证 明 ： 要 证 在 1x 处 有    xf
x

xf
x

2
2

2
2

d
d

d
d

 ， 即 证 在 1x 处 有

      ''2'2 xfxf  .

由于     2''2 2 xxfxf  ，                xfxfxfxfxfxf ''2'''''2 22  ，

故将   11' f 与   01'' f 代入得       ''2'2 xfxf  .

7.（1）证明：由题知 2
'

1
1
x

y


 ，即   11 '2  yx .

两边对 x求导得   021 '''2  xyyx .

（2）解：因为              nnnn ynnnxyyxyx 1211 122''2  
，

      nnn nyxyxy 222 1'  
，且由（1）知   021 '''2  xyyx ，

所以             01121 122   nnn ynnynxyx .

令 0x 得
         0102 nn ynny  .

所以
          2021 2   nynny nn

           04321 4nynnnn

因为   00'' y ，   10' y ，

所以
   

   










.12,!21

,2,0
0

knk

kn
y

k

n



扫码关注【拜课网】公众号开始学习 31

* 8. 证 明 ： 当 0x 时 ，   2
1

3
' e1 x

x
xf


 ，   2

1

64
'' e46 x

xx
xf









  … …

      2
1

e x
n

n xPxf


 （ 1n ， 2，…）式中  ZPn 为 Z 的 n3 次多项式.

    0
e

1

lim0elim0
2

2

10

1

0

' 








x

x

x

x

x
x
ff .

设
    00 nf ，则由

        0
e

11

lim0lim
2
100














x

n

x

nn

x

x
P

x
x
fxf

.可得
    00! nf .由

此即得对任意正整数 n都有
    00 nf .

9.解：（1）设   3
1

xxf  ， 10 x ， 02.0x .

由       xxfxfxxf  0
'

00 ，   10 xf ，  
3
1

0
' xf ，得

007.102.0
3
1102.1

3
 .

（2）设   xxf lg ， 100 x ， 1x ，则  
10ln
1'

x
xf  .

由   10 xf ，  
10ln10

1
0

' xf ，得 0434.1
10ln10

1111lg  .

（3）设   xxf  ， 250 x ， 1x ，则  
x

xf
2
1'  .

由   50 xf ，  
10
1

0
' xf ，得 1.5

10
1526  .

10.证明：（1）
   

      dc
ba

dcxdcx
bcad

dcx
cbaxdcxay 222

' 1










 .

（2）由于
 

   
  1

11

2

!11
















 n

nnn

dcx
cn

dcx
，

所以
   

  dc
ba

dcx
cny n

nn
n

1

1!1







 .

11.证明：（1）因为
    3

1

0

3
2

00
limlim0lim






 x
x
x

x
fxf

xxx
不存在，

所以   3
2

xxf  在 0x 处不可导.
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（2）由题知  

 
 
 

 






















.0,1ln

,10,1ln

,21,1ln

,2,1ln

xx

xx

xx

xx

xf

因为           1eln1lnlim01lnlim0lim0 1
1

000

' 













 


 

x
xxx

x
x
x

x
fxff ，

          1eln1lnlim01lnlim0lim0 1
1

000

' 













 


 

x
xxx

x
x
x

x
fxff ，

所以    00 ''
  ff ，所以   1ln  xxf 在 0x 处不可导.

12.解：（1）
       

     
       

     22

''

22

''
'

2

22

xx

xxxx

xx

xxxxy
















 .

（2）
 
 

       
 

       
   xx

xxxx
x

xxxx

x
x

y 22

''

2

''

2
'

1

1








 

















 .

（3）  
 

 
     

   

  
           

      2
''

2

''

'
'

ln
lnln

ln

lnln

ln
ln

xxx
xxxxxx

x

x
x
xx

x
x

x
xy
















 












 .

第六章 微分中值定理及其应用

一、选择题

1.D 2.C 3.D 4.B 5.A 6.D 7.B
二、填空题

1.  0, ，  ,0 2. 2
1

e


3.e 4.
2
1

 5.（1）
3
3

（2）1 （3）1

（4）1 （5） 1e （6）1 6.108 7.0 5 8.
3
2


6
1

 9.
2
3


2
9

10. 





 ，
2
1









2
13

2
1
，

三、判断题

1.× 2.× 3.√ 4.× 5.× 6.× 7.√ 8.√ 9.×

四、解答题
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1.解：
 
 

   
x
x

x
x

x
x x

x

x

x

x

x 2
21elim21elim

1ln
21elim

2
1

02

2
1

02

2
1

0














  1
2
2

2
21elim

2
3

0









xx

x
.

（2） 1
e
1lim

e1
lim

e1
lim

000








   ttttxx

tx
.

（3）
20

22 1tanlim
1

0

1

0
etan1limtanlim xx

xx
x

x

x

x

x

x
xx

x
x 











 












  3
1

3
tanlim

3
1seclim

eee 2

2

02

2

0 x
x

x
x

xx .

2.解：因为
     

20
0

x
xg

x
fxf





，

所以由洛必达法则得

           
2
30

2
1

0
0lim

2
1

2
limlim0 ''

''

0

'

020

' 






g
x

gxg
x
xg

x
xgf

xxx
.

3.解：（1）
   

   
 


































2
πcos

1sin
1cosπ

2lim

2
πcos1cos

2
π

1sinlim

2
πsin1

1coslnlim
111 x

x
xxx

x
x

x
xxx

 
21 π
4

2
πsin

2
π

1coslim
π
2







 x
x

x
.

（2）   2

2

1
ln2lim

ln
1
arctan2πlimlnarctan2πlim

x
xx

x

xxx
xxx 







01lim21lnlim2ln2lnlim
2








 xx

x
x

xx
xxx

.

（3）    
  xx

x

x

x

x

xxx
2tan1tanlim

2tan

4
π

2tan

4
π

4
π

e1tan1limtanlim






 ，

  



 x

x
x

xxxx
xx 2cos

2sin
cos

cossinlim2tan1tanlim
4
π

4
π

1
2
22

2sin2
sincoslim2

2cos
cossinlim2

4
π

4
π













 x
xx

x
xx

xx
，

所以原式
1e .
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（4）         
  2

1
12
1lim

2
1lnlim1ln1lim11lnlim

00202

1

0



























 xx
x

x
xxx

xx
x

xxx

x

x
.

（5） 0
sincos2
cossinlim

cossin
sinlim

sin
sincoslim1cotlim

0000



















 

 xxx
xxx

xxx
xx

xx
xxx

x
x

xxxx
.

（6） 11
1limarctan

2
π

1lim

ln

arctan
2
πln

ln
1

eeeelimarctan
2
πlim 2

2
2















 









  



x
x

x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x .

4.解：（1）因为      3
3

23
3

2
2

3!3!2
1sine xoxxxxoxxxoxxxx 

















 ，

所以
     

3
1

3
1lim3lim1sinelim 3

3

03

23
3

2

030















 x

xo
x

xxxoxxx

x
xxx

xx

x

x
.

（2）因为 












  22

11
2
1111ln

x
o

xxx
，

所以
2
1

1

1

2
1lim11

2
11lim11lnlim

2

2

22
22 






































































 



x

x
o

x
o

xx
xx

x
xx

xxx
.

（3）
   

xx

xoxxxoxx

xx
xxxx

xx xxx sin

!2
1

!3
lim

sin
cossinlimcot11lim

2

2
2

3
3

0200























 



   
3
1

sinsin3
1lim

sin
3
1

lim
00





 




 x
xo

x
x

x
x

x

xox

xx
.

5.证明：（1）记   cxxxf  33
，用反证法.假设   0xf 在  1,0 内有两个不同的实

根 1x ， 2x ，那么    21 xfxf  .

又因为  xf 在  1,0 上连续，在  1,0 内可导，

所以由罗尔中值定理知存在一点  1,0 ，使得   0' f .

但    13 2'  xxf 只有两个实根 1x ，因此不存在  1,0 ，使得   0' f ，于

是推出矛盾.

（2）设   qpxxxf n  ，用反证法.
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①当 kn 2 （ ,2,1k ）为偶数时，假设   0xf 至少有三个实根 1x ， 2x ， 3x ，不

妨设 321 xxx  ，则由罗尔中值定理知：存在  211 , xx ，  322 , xx ，使得

  02 12
11

'   pkf k ，   02 12
22

'   pkf k ，但由于幂函数
12 kx 在   , 上

严格递增，从而   pkxxf k  12' 2 也在   , 上严格递增，而 221   x ，所以

   2'
1

'  ff  ，于是推出矛盾.

②当 12  kn （ ,2,1k ）为奇数时，若 0k ，结论显然成立.若 ,2,1k ，假

设   0xf 至少有四个实根，则由罗尔中值定理知     012 2'  pxkxf k
，即

0
12

02 



k
pxx k

至少有三个实根，这与（1）的结论矛盾.

6.证明：（1）因为 f 在  ba, 上可导，所以由拉格朗日中值定理知，存在  ba, 使得

      abfafbf  ' .

又   mf ' ，故      abmafbf  ，即      abmafbf  .

（2）因为 f 在  ba, 上可导，所以由拉格朗日中值定理知，存在  ba, ，使得

      abfafbf  ' .

又   Mf ' ，所以      abMafbf  .

（3）当 21 xx  时结论显然成立，当 21 xx  时，对函数 xy sin 在以 1x ， 2x 为端点

的区间上应用拉格朗日中值定理得  2121 cossinsin xxxx   ，其中 在 1x 与 2x 之间，

因此 212121 cossinsin xxxxxx   .

7.证明：（1）因为   xxf ln 在  ba, 上连续，在  ba, 内可导，

所以由拉格朗日中值定理知，存在  ba, 使得

abab

a
b 

 lnlnln ，

所以
a
ab

a
b

b
ab 


 ln .

（2）对函数   xxf arctan 在  h,0 上应用拉格朗日中值定理知，存在  h,0 使得
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21
0arctanarctanarctan




hhh ，所以 hh
h
h




arctan
1 2 .

8.证明：（1）设  
3

tan
3xxxxf  ，则   0tan 22'  xxxf ， 








2
π,0x ，

所以  xf 在 







2
π,0 内严格递增.

又  xf 只在 0x 处连续且   00 f ，

故当
2
π0  x 时，   0xf ，即

3
tan

3xxx  .

（2）设  
x
xxf sin

 ，则     0costan
2

' 



x

xxxxf 





 

2
π0 x .

令   xxxg tan ， 







2
π,0x ，则   0tan 2'  xxg ， 








2
π,0x ，

故  xg 在 







2
π,0 内严格递减.又  xg 在 0x 处连续，且   00 g ，

故在 







2
π,0 内   0xg ，即 0tan  xx ，

所以当 







2
π,0x 时，   0' xf ，所以  xf 在 








2
π,0 内严格递减.

由于 1sinlim
0


 x

x
x

，所以 1sin

2
π
2
πsin


x
x

，即 xxx
 sin

π
2

， 







2
π,0x .

（3）设    
2

1ln
2xxxxf  ，则   0

1

2
' 




x
xxf （ 0x ），

从而当 0x 时， f 严格递增.又  xf 在 0x 处连续，且   00 f ，

所以当 0x 时，   0xf ，即  
2

1ln
2xxx  .

9.证明：由于   axxf  2' 3 ，对于 0x ，   03 2'  axxf ，

所以  xf 单调递增.当 0x 时，   00  bf ，所以   baxxxf  3
不存在正根.
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10.证明：原式等价于
2sintan xxx  ， 








2
π,0x .

设   2sintan xxxxf  ，则

    xxxxf 21secsin'  ，

  2cossec3''  xxxf ，

  0sinsectan3'''  xxxxf ， 







2
π,0x .

故  xf ''
在 








2
π,0 内严格递增.又  xf ''

在 0x 处连续且   00'' f ，

所以   0'' xf ， 







2
π,0x .故  xf '

在 







2
π,0 内严格递增.

又  xf '
在 0x 处连续且   00' f ，所以   0' xf ， 








2
π,0x .

所以  xf 在 







2
π,0 内严格递增，且  xf 在 0x 处连续，   00 f ，

所以   0xf ， 







2
π,0x ，即

2sintan xxx  ， 







2
π,0x .

11.证明：设            222 xafbfxfabxF  ，则  xF 在  ba, 上可导，且

   bFaF  .故由罗尔中值定理知，存在  ba, ，使得

           02'22'  afbffabF  ，

即          '222 fabafbf  .

12.证明：设      hxfxfxg  ，并取绝对值充分小的 h，使得  xf ''
在  haU 2,

内有定义，则由拉格朗日中值定理知

               hafafafhafafhafhaf  2

             2''
1

'
1

'
1

' hfhhffhgaghag   ，

其中 1 在 a与 ha  之间， 在 1 与 h1 之间.因此
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       ''
020

lim2lim f
h

afhafhaf
hh 




，

注意到当 0h 时，有 a ，且  xf ''
在点 a连续，所以

       af
h

afhafhaf
h

''
20

2lim 



.

13.证明：因为   xxf sin ，   xxg cos 在   , 上连续，在   , 内可导，

  xxf cos'  ，   xxg sin'  在   , 内不同时为零，     gg  ，所以由柯西中值

定理知，存在   , ，使得 

 cot

coscos
sinsin





.

14.证明：

   

 
       1eeeeelimlim 00

limlnlimlnlim
ln
1

lim

ln

00

0

2

0

2

0
0

 










f
xfxxxxfx

x

xf

xxf

x

xf

x

xxx
x

x .

15.证明：因为   0
e4
3lim

e2
3lim

e
limlim 222

3


 xxxxxxx x

xxxf ，

所以存在 0G ，使得当 Gx  时   1xf .

又  xf 在闭区间  GG, 上连续，

所以存在 01 M ，使得对一切  GGx , ，有   1Mxf  .

取  1,1max MM  ，则对一切   ,x ，都有   Mxf  .

故  xf 为有界函数.

16.解：设每个小方块边长为 x，则盒子的容积为    22xaxxV  





 

2
0 ax .

令   0
26

12' 





 





 

axaxxV ，解得
6
ax  或

2
ax  （舍）.

因为 04
6

'' 





 aaV ，所以

6
ax  是极大值点.

根据实际问题知
6
ax  也为最大值点.

答：当正方形四个角各剪去一块边长为
6
a
的小正方形后，能做成容积最大的盒子.

17.解：设两段线长分别为 x， x1 ，则矩形面积为   101  xxxS .
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令 021'  xS ，解得
2
1

x .

又 02
2
1'' 





S ，所以

2
1

x 是极大值点.

根据实际问题知
2
1

x 也是最大值点.

答：当两段线长均为
2
1
时，矩形面积最大.

18.解：设底面的半径为 R，高为 h，则体积为 hRV 2π ，表面积为

 02ππ2π 22  R
R
VRRhRS ，

令 02π2 2
' 

R
VRS ，解得 hR  .

故当底面半径与高的比例为 1:1 时，容器的表面积最小.

19.解：设      22
2

2
1 naxaxaxS   .

令   02
1

'  


n

i
iaxS ，解得 




n

i
ian

x
1

1
.

又 02''  nS ，故 



n

i
ian

x
1

1
为 S的唯一极小值点.

又因为 

S

x
lim ，从而 




n

i
ian

x
1

1
也是最小值点，即当 




n

i
ian

x
1

1
表达真值时，

它与 n个数之差的平方和最小.

20.解：设    01
 x

x
xxf ，则   2

' 11
x

xf  .

令   0' xf ，得 1x 或 1x （舍）.

又   021'' f ，所以 1x 即为所求.

21.解：设  ba, 为抛物线上满足要求的一点（即 pab 22  ），由于 pyy 22 '  ，故
y
py ' ，

所以  
b
pay ' .于是抛物线在点  ba, 的法线方程为   bax

p
by  .



扫码关注【拜课网】公众号开始学习 40

解方程组

   

 
















2,2

1,

2 pxy

bax
p
by

得

  02222 2222232222  apbabbpxppbabxb .

设该法线与抛物线的另一交点为  '' ,ba ，则由韦达定理得

2

322
' 222

b
ppbabaa 

 ，

所以 2

2322
' 2222

b
bppbba 

 .又 pab 22  ，故
 

a
paa

2
' 
 .

将上式代入（1）得
 
a
pabb 

' .

所以法线被抛物线所截线段长度的平方为        
2

3
2'2' 2

a
appbbaaaD 

 .

由       022
3

2
' 




a
paappaD ，得 pa  或

2
pa  .

由于 p与 a同号，故 pa  .于是 pb 2 .故所求点为  pp 2, .
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第七章 实数的完备性

1、

2、

3、
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第八章 不定积分

1、

2、

3、
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4、
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5、

6、
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7、
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9、
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第九章 定积分

1、
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2、
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3、



扫码关注【拜课网】公众号开始学习 56

4、

5、
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6、

7、

8、

9、
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10、

11、

12、

13、
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第十章 定积分的应用

1、

2、

3、
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4、

5、
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6、
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10、
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11、
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第十一章 反常积分

1、
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第十二章 数项级数

1、
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2、

3、

4、
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10、
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11、

12、
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第十三章 函数列与函数项级数

1、



扫码关注【拜课网】公众号开始学习 85

2、
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以下提到的定理 13.13 即为逐项求积定理，定理 13.10 为可积性定理

4、

5、

6、

7、
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8、
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第十四章 幂级数

1、
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第十五章 多元函数的极限与连续

1、

2、
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3、

4、
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第十六章 多元函数微分学

1、

2、

3、

4、

5、
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6、
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8、

9、

10、
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11、

12、

13、

14、

15、
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17、
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19、

20、
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22、
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23、

24、
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26、
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28、
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30、

31、
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32、
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第十七章 含参变量积分

本节中提到的定理 19.1 为含参量积分的连续性定理

1、

2、

3、
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第十九章 曲线积分

1、
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第十九章 二重积分

1、

图 21-4
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