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第一章 绪论

一、是非判断题

1、根据均匀性假设，可认为构件的泊松比在各点处都相同。 ( ∨ )

2、同一截面上正应力σ与切应力τ必相互垂直。 ( ∨ )

3、同一截面上各点的正应力σ必定大小相等，方向相同。 ( × )

4、若物体内各点的应变均为零，则物体无位移。 ( × )

5、平衡状态弹性体的任意部分的内力都与外力保持平衡。 ( ∨ )

6、截面法是分析应力的基本方法。 ( × )

7、应变分为正应变ε和切应变γ。 ( ∨ )

8、应变为无量纲量。 ( ∨ )

9、若物体各部分均无变形，则物体内各点的应变均为零。 ( ∨ )

10、内力只作用在杆件截面的形心处。 ( × )

11、杆件某截面上的内力是该截面上应力的代数和。 ( × )

12、用截面法求内力时，可以保留截开后构件的任一部分进行平衡计算。( ∨ )

13、材料力学对研究对象提出的三大假设为均匀性假设、连续性假设和线弹性假设。

( × )

14、应力的量纲为力/长度。 ( × )

二、填空题

1 、材 料力 学主要 研究 受力 后发 生的 ，以 及由 此产生

的 。

2、构件的承载能力包括 ， 和 三个方面。

3、所谓 ，是指材料或构件抵抗破坏的能力。所谓 ，是指构件抵抗变形

的能力。所谓 ，是指材料或构件保持其原有平衡形式的能力。

4、根据固体材料的性能作如下三个基本假设 ， ， 。

5、认为固体在其整个几何空间内无间隙地充满了组成该物体的物质，这样的假设称

为 。

6、图 2 中 (a)、(b)、(c)分别为构件内某点处取出的单元体，变形后情况如虚线所示，则单

元体(a)的切应变γ＝ ；单元体(b)的切应变γ＝ ；单元体(c)的切应变γ

＝ 。

α＞β
α

α

α α

αβ

(a) (b) (c)

杆件 变形

应力，应变

强度 刚度 稳定性
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稳定性

连续性 均匀性 各向同性

连续性假设
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图 2
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7、构件的基本变形形式包括 ， ， ，

三、单向选择题

1．图 3 杆件发生的变形形式为（ ）。

A、轴向拉伸 B、轴向压缩 C、弯曲 D、扭转

2．图 4 杆件发生的变形形式为（ ）。

A、轴向拉伸 B、轴向压缩 C、弯曲 D、扭转

3．图 5 杆件发生的变形形式为（ ）。

A、轴向拉伸 B、轴向压缩 C、弯曲 D、扭转

第二章 轴向拉伸与压缩

1、求图示各杆 1－1、 2－2和 3－3 截面上的轴力。

解：

（a）N1= －1kN， N2= 2kN 。

（b）N1= 4F， N2=2F ， N3= 3F。
（c）N1= －20kN， N2= 20kN， N3= －10kN 。

（d）N1= －F， N2=2F， N3= 0。

轴向拉压 剪切 扭转 弯曲

P P

图 3

m
m

B

C

图 4

m
m

图 5

D
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20kN/m
40kN

1m 2m

2、 画各杆的轴力图。

（e）

参考答案：

解：(a)

(b)

(c)

(d)

（e）

F F

(a)

F 2F

(b)

2kN

(c)

2kN 3kN3kN

(d)

2kN 1kN

F
N

x
(+)

F

N

x
(+)

(-)

F
N

x

(+)

(-)

3kN

1kN

2kN

N

x
(+)

(-)

1kN

1kN

40kN

＋
N
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3、图示阶梯形圆截面杆，承受轴向载荷 F1=50 kN 与 F2作用，AB 与 BC 段的直径分别为 d1=20
mm和 d2=30 mm ，如欲使 AB 与 BC 段横截面上的正应力相同，试求载荷 F2之值。

解：(1) 用截面法求出 1-1、2-2 截面的轴力；

1 1 2 1 2N       N  F F F

(2) 求 1-1、2-2 截面的正应力，利用正应力相同；

3
1

1
21

50 10 159.21 20
4


  

 

N MPa
A




3
2 2

2 1
22

N 50 10 159.21 30
4

 
   

 

F MPa
A

 


2 62.5F kN 

4、 图示木杆，承受轴向载荷 F=10 kN 作用，杆的横截面面积 A=1000 mm2，粘接面的方位

角θ= 450，试计算该截面上的正应力与切应力，并画出应力的方向。

解：(1) 斜截面的应力：

2 2cos cos 5 

sin cos sin 2 5 
2

F MPa
A

F MPa
A





   

    

  

  

(2) 画出斜截面上的应力

5、图示由斜焊缝焊接而成的钢板受拉力 F 作用。已知：F=20kN，b=200mm，t=10mm，α

=30o。试求焊缝内的应力。

BA

F1 F2

C

21

21

F Fθ

n

粘接面

F
σθ

τθ



更多接本资讯请关注“河北精通专接本”微信公众号5

解：先计算横截面上的应力

3N 20 10 10
0.2 0.01

F MPa
A bt

s
´

= = = =
´

再用斜截面应力公式计算要求的应力

2 2
30

30

cos 10 cos 30 7.5

1 1sin 2 10 sin(2 30 ) 4.33
2 2

MPa

MPa

s s a

t s a

= = ´ =

= = 创

o

o

o

o

即焊缝处的正应力为 7.5MPa，切应力为 4.33MPa。

6、 图示阶梯形杆 AC，F=10 kN，l1= l2=400 mm，A1=2A2=100 mm2，E=200GPa，试计算杆 AC
的轴向变形△l。

解：(1) 用截面法求 AB、BC 段的轴力；

1 2         N NF F F F  

(2) 分段计算个杆的轴向变形；

3 3
1 1 2 2

1 2 3 3
1 2

10 10 400 10 10 400
200 10 100 200 10 50

    0 2 

N NF l F ll l l
EA EA

. mm

   
        

   

 

7、已知图示拉压杆，A1=500mm2，A2＝200mm2， E=200GPa，试：

1）作出杆件的轴力图； 2）求各段的正应力； 3）求杆件的总变形量。

解：1）

杆件各段的轴力分别为：

NAB=30KN（拉）

NBC=0KN

NCD=20KN（压）

0.5m 0.5m 0.5m

20kN 20kN

A
B C D

30kN

30kN

N图

20kN

2F
FF

l1 l2

A CB
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轴力图如右。

2）各段正应力分别为：

MPa
A
N

AB

AB
AB 60

500
1030 3




 MPa
A
N

BC

BC
BC 0

MPa
A
N

CD

CD
CD 100

200
1020 3






3）杆件的总变形为：

3 3

3 3
30 10 500 20 10 500 0.1
200 10 500 200 10 200

AB AB BC BC CD CD
AD

AB BC CD

N l N l N ll
EA EA EA

mm

   

    
   

   

8、图示等直杆，已知载荷 F，BC 段长 l，横截面面积 A，弹性模量 E，质量密度ρ，考虑自

重影响。试求截面 B 的位移。

解：由整体平衡得 gAlFC 
3
4



BC段轴力   4N
3

x gA x l    
 

截面 B 的位移

   

  0

2  

  0

N d

4
53 d ( )

6

l

B BC

l

x x
Δ l

EA

gA x l
glx

EA E




  

  
    




9、一根截面边长为 20mm，杆长为 4m 的的正方形截面杆件，承受轴向拉力 F=30kN，其伸

长量
=2mml

。已知材料的许用应力[σ]=160Mpa。求材料的弹性模量并校核杆件的强度。

解：
3

2

30 10 4000 1.5
20

Nll mm
EA E

 
   


E=200GPa

 
3

2

30 10= =150MPa<
A 20
N 


故强度满足。

10、在图示结构中，AB 和 AC 两杆的材料相同，横截面面积相同，均为 A，且[σ]t=3[σ]c，求

杆系的承载能力最大时两杆的夹角θ。

F

l/3

l
F

A

B

C
x

FC
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解：由节点平衡分析可知

tanAC
PN


 （拉力）

=
sinAB
PN


（压力）

杆系的承载能力最大时，两杆同时失效，即

 AC t= =
A Atan
ACN P 




   B
AB c t= = =3

A Asin
AN P  




1= arccos
3



11、如图所示支架中杆 AB 为圆截面钢杆，直径为 d=27mm，许用应力为 [σ]1=160Mpa；杆

AC 为正方形截面木杆，边长为 a=90mm，许用应力为 [σ]2=10Mpa，荷载 P=45kN。试校核支

架的强度。（10 分）

解：

由 A 节点的平衡可得：

0cos  ACAB NN 

0sin  PN AB 

解得：
545 75k
3ABN N   445 60k

3ACN N    

AB 杆的强度校核：

3

1
21

75 10 131.02MPa [ ] 160

4

AB
AB

N MPa
A d

 


    

AC 杆的强度校核：

3

22
2

60 10 7.41MPa [ ] 100AC
AC

N MPa
A a

 
    

故支架安全。

P=50kN

A C

B

α

d

a

2m

1.
5m

P
NAC

NAB

A

P

A C

B
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12、 图示桁架，杆 1 为圆截面钢杆，杆 2 为方截面木杆，在节点 A 处承受铅直方向的载荷

F 作用，试确定钢杆的直径 d 与木杆截面的边宽 b。已知载荷 F=50 kN，钢的许用应力[σS] =160

MPa，木的许用应力[σW] =10 MPa。

解：(1) 对节点 A 受力分析，求出 AB 和 AC 两杆所受的力；

2 70.7       50   AC ABN F kN N F kN

(2) 运用强度条件，分别对两杆进行强度计算；

 

 

3

21

3

2
2

N 50 10 160        20.01
4

N 70.7 10 10       84.1


    


    

AB
AB S

AC
AC W

MPa d mm
A d

MPa b mm
A b

 


 

所以可以确定钢杆的直径为 20 mm，木杆的边宽为 84 mm。

13、图示结构，在 A 点作用竖直向下的力 P。已知杆 AB 的直径 d1=40mm，[σ]1=120MPa；杆

AC 的直径 d2=30mm，[σ]2=150MPa，求结构的许可荷载[P]。

解：

解：（1）由节点 A 的平衡可知：

060sin30sin 21   NNX

F

AB

C

l

450

1

2

A

y

x
450

NAC

NAB

F

NAB

NAC

F

P

A

CB

30°
60°

P

A

30° 60°

N1

N2
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060cos30cos 21  PNNY 

∴

PN

PPN

5.0

866.0
2
3

2

1





（2）强度计算

由 AB 杆的强度条件：

 

   

1
1 1

1

2
1 1 1

40 120 150.72k
4

N
A

N A N

 



 

     

∴   
1

150.72 174.04k0.866 0.866
NP N  

由 AC 杆的强度条件：

 

   

2
2 2

2

2
2 2 2

30 150 105.98k
4

N
A

N A N

 



 

     

∴   2
2

105.98 211.96k0.5 0.5
NP N  

∴      1 2
min , 174.04kP P P N 

14、如下图所示，等直钢杆均匀拉伸，已知钢的弹性模量 E=200GPa，杆的总伸长量△l＝5mm，

求此时杆的塑性伸长量。

250mml 

240Mpa 

解：由题知， 3

240 0.0012
200 10E


   



弹性伸长量： 0.0012 250 0.3el l mm    

塑性伸长量： 5 0.3 4.7p el l l mm       

P
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15、已知混凝土的密度ρ=2.25×103kg/m3，许用压应力[σ]=2MPa。试按强度条件确定图示

混凝土柱所需的横截面面积 A1 和 A2。若混凝土的弹性模量 E=20GPa，试求柱顶 A 的位移。

解：混凝土柱各段轴力分别为：

1 1 2 1 1 2 1( )N NF F gA x F F gAl gA x lr r r= - - = - - - -

混凝土柱各段危险截面分别为柱中截面和柱底截面，其轴力分别为：

1max 1 1 2max 1 1 2 2( )N NF F gAl F F g A l A lr r= + = + + (受压)

由强度条件： max [ ]NF
A

s£

3
2 2

1 6 3
1

1000 10 ( ) 0.576
[ ] 2 10 2.25 10 9.8 12

FA m m
gls r

´
³ = =

- 创

取 A1=0.576m2

3 3
2 21 1

2 6 3
2

1000 10 2.25 10 9.8 12 0.576 ( ) 0.664
[ ] 2 10 2.25 10 9.8 12
F gAlA m m

gl
r

s r

+ 创 创
³ = =

- 创

取 A2=0.664m2

柱底固定，则柱顶位移值等于柱的伸缩量，可用叠加原理计算：

2 2
1 1 1 1 2 2

1 2

d ( )
2 2i

Ni
A i l

i

F x Fl gl F gAl l gll l
EA EA E EA E

r r r+
D = D = å D = å = + + +ò

3 3

9 9

1000 10 12 2.25 10 9.8 12 12
20 10 0.576 2 20 10

创 创 创
= +

创 创

3 3

9 9

(1000 2.25 9.8 0.576 12) 10 12 2.25 10 9.8 12 12 2.242
20 10 0.664 2 20 10

mm+ 创 创 创 创
+ + =

创 创
解：

16、抗拉刚度为 EA 的直杆，受力如下图，求 C 截面的位移△c。

A B C

P 2P

a a

由截面法知， ABN P  ； 2BCN P 

AB
AB

N a Pa
EA EA

    ；
2BC

BC
N a Pa
EA EA

   

3
C AB BC

Pa
EA
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第三章 扭转

1 试求图示各轴的扭矩，并画出扭矩图。

解：(a) (b)

(c) (d)

2、作图示杆件的扭矩图。

M M
(a)

a a

2kNm
(c)

500 500 500

1kNm 1kNm 2kNm 1kNm

(d)

300 300 300

2kNm 3kNm

M2M
(b)

a a

M
T

x

(+)

M
T

x
(+)

(-)

M

T

x
(+)

2kNm 2kNm

1kNm

T

x

(-)

3kNm

1kNm

6kN.m 3kN.m/m

2m 2m

6kN.m T
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3 某传动轴，转速 n=300 r/min(转/分），轮 1 为主动轮，输入的功率 P1=50 kW，轮 2、轮 3
与轮 4 为从动轮，输出功率分别为 P2=10 kW，P3=P4=20 kW。

(1) 试画轴的扭矩图，并求轴的最大扭矩。

(2) 若将轮 1 与论 3 的位置对调，轴的最大扭矩变为何值，对轴的受力是否有利。

解：(1) 计算各传动轮传递的外力偶矩；

1
1 2 3 49550 1591.7     318.3      636.7PM Nm M Nm M M Nm

n
    

(2) 画出轴的扭矩图，并求轴的最大扭矩；

max 1273.4 T kNm

(3) 对调论 1 与轮 3，扭矩图为；

max 955 T kNm

所以对轴的受力有利。

4、图示空心圆截面轴，外径 D=40 mm，内径 d=20 mm，扭矩 T=1 kNm，试计算 A点处(ρA=15
mm)的扭转切应力τA，以及横截面上的最大与最小扭转切应力。

800 800 800

1 432

P4P3P2 P1

T(Nm)

x

(+)

318.3

1273.4

636.7

(-)

T(Nm)

x

(+)

636.7
955

636.7

(-)

Aρ
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解：(1) 计算横截面的极惯性矩；

4 4 5 4( ) 2.356 10  
32pI D d mm

   

(2) 计算扭转切应力；

6

5

6
max

max 5

6
min

min 5

1 10 15 63.7 
2.356 10

1 10 20 84.9 
2.356 10

1 10 10 42.4 
2.356 10

A
A

T MPa
I

T MPa
I

T MPa
I














 
  



 
  



 
  



5、 如图示采用同一材料制成的阶梯形圆轴，已知圆轴直径 2 12d d ，若使两段内单位长度

扭转角相等，则 2

1

e

e

M
M 的比值为多少？

Me2 Me1

d1
d2

解： 1 2AB e eT M M  1Bc eT M

BCAB

PAB PBC

TT
GI GI



1 2 1

4 4
2 132 32

e e eM M M

G d G d 




解得： 2 115e eM M

6、在相同的强度条件下，用内外径之比 0.5d D  的空心圆轴取代实心圆轴，可节省材料的

百分比为多少？

解：设空心轴内外直径分别为 2 2,d D ，实心轴直径为 1d

3 3 4
1 2

π π (1 )
16 16

T T

d D 



 2 3

4
1

1 1.02
1

D
d 

 


节省材料
2 2

1 2 2
2

1 1

(1 )1 21.7%
A A D
A d

 
  

A B
C
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7、直径 25 mmd  的钢圆杆受轴向拉力 60 kN 作用时，在标距 0.2 m 的长度内伸长了

0.113 mm，受扭转力偶矩 0.15 kN m 作用时，相距 0.2 m两截面的相对扭转角为 0.55 ，求

钢材的弹性模量 E、切变模量 G和泊松比 。

解： 45.65 10l
l

 
   , N 122.2  MPaF

A
  

则 / 216 GPaE   

p

48.89 MPaT
W

   , 4/ 2 π 6 10  rad
180

d
l

     

解得 81.5 GPaG 

又
2(1 )
EG





，得 0.32 

8、圆轴的直径 mmd 50 ，转速为 120r/min。若该轴横截面上的最大切应力等于 60MPa，
试问所传递的功率为多大？

解：（1）计算圆形截面的抗扭截面模量：

)(245445014159.3
16
1

16
1 333 mmdW p  

（2）计算扭矩

2
max /60 mmN

W
T
p



)(473.1147264024544/60 32 mkNmmNmmmmNT 

（3）计算所传递的功率

)(473.1549.9 mkN
n
NMT k

e 

1.473 120 / 9.549 18.5( )kP kW  

9、某小型水电站的水轮机容量为 50 kW ，转速为 300r/min，钢轴直径为 75mm，若在正常

运转下且只考虑扭矩作用，其许用切应力 MPa20][  。试校核轴的强度。

解：（1）计算最大工作切应力

pp

e

W
T

W
M

max

式中， )(592.1
300
50549.9549.9 mkN

n
NM k

e  ；

)(125667514159.3
16
1

16
1 333 mmdW p   。
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故： MPa
mm

mmN
W
M

p

e 219.19
82835

1592000
3max 




（2）强度校核

因为 MPa219.19max  ， MPa20][  ，即 ][max   ，所以轴的强度足够，不

会发生破坏。

10、实心圆轴的直径 mmd 100 ，长 ml 1 ，其两端所受外力偶矩 mkNM e 14 ，材料

的切变模量 GPaG 80 。试求：

（1）最大切应力及两端面间的相对转角；

（2）图示截面上 A、B、C 三点处切应力的数值及方向；

（3）C 点处的切应变。

解：（1）计算最大切应力及两端面间的相对转角

p

e

p W
M

W
T

max 。

式中， )(19634910014159.3
16
1

16
1 333 mmdW p   。故：

MPa
mm
mmN

W
M

p

e 302.71
196349

1014
3

6

max 




p

T l
GI

 


式中， )(981746910014159.3
32
1

32
1 444 mmdI p   。故：

9 2 12 4
14000 1 0.0178254( ) 1.02

80 10 / 9817469 10
o

p

T l N m m rad
GI N m m

 

  
   

  

（2）求图示截面上 A、B、C 三点处切应力的数值及方向

MPaBA 302.71max  

由横截面上切应力分布规律可知：
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MPaBC 66.35302.715.0
2
1

 

A、B、C 三点的切应力方向如图所示。

（3）计算 C 点处的切应变

34
3 10446.0104575.4

1080
66.35  




MPa
MPa

G
C

C




11、钢制圆轴受力如图，已知圆轴直径 d=50mm，材料的剪变模量 G=80GPa，求：

（1）轴上的最大切应力；（2）杆件两端的相对扭转角。

解：杆件中的扭矩

2 .T kN m

（1）最大剪应力

6

max 3

2 10 16 81.53
50t

T MPa
W



 

  


（2）相对扭转角

6 3

3 4

2 10 2 10 32 0.082
80 10 50AB

P

Tl rad
GI




   
  

  

12．某实心圆轴，传递扭矩 T=2kN.m，已知材料[τ]=100MPa；[φ]=0.8°/m，G=80GPa，

试按强度条件和刚度条件设计截面直径 d。

解：（1）由圆轴的强度条件：

 


 

16

3max d
T

W
T

t

  mmTd 7.46
100

1021616
3

6

3 






dA B2m 2kN.m
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由刚度条件

 


 
180

32

180
4max dG

T
GI
T

p

  mm
G

Td 4.65
8.01080

1021803218032
4

23

9

4
2 










所以构件的最小直径为 d=66mm。

13、长度相等的两根受扭圆轴，一为空心圆轴，一为实心圆轴，两者的材料相同，受力情况

也一样。实心轴直径为 d；空心轴的外径为 D，内径为 d0，且 8.00 
D
d

。试求当空心轴与实

心轴的最大切应力均达到材料的许用切应力（ ][max   ），扭矩 T 相等时的重量比和刚度比。

解：（1）求空心圆轴的最大切应力，并求 D。

pW
T

max

式中， )1(
16
1 43   DW p ，故：

][1.27
)8.01(

16
343max, 


 




D
T

D
T

空

][
1.273


TD 

（1）求实心圆轴的最大切应力

pW
T

max

式中， 3

16
1 dW p  ，故：

][1616
33max, 


 

d
T

d
T

实

][
163


Td 

69375.1
16

][
][

1.27)( 3 
T

T
d
D 
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192.1
d
D

（3）求空心圆轴与实心圆轴的重量比

512.0192.136.0)(36.0)8.01()(
25.0

)(25.0 2222
2

2
0

2







d
D

d
D

ld
ldD

W
W




实

空

（4）求空心圆轴与实心圆轴的刚度比

444 01845.0)8.01(
32
1 DDI p  空

44 03125.0
32
1 ddI p  实

192.1192.15904.0)(5904.0
03125.0
01845.0 44

4

4


d
D

d
D

GI
GI

p

p




实

空

14、如图所示阶梯圆轴，已知 d1＝25mm，d2＝20mm，材料的 G=80GPa，许用

切应力[τ]=300MPa。试求：（1）许可外力偶矩；（2）在许可外力偶矩作用下 A，

C截面的相对扭转角。

解：由题意可知：

AB段：T1=2m

BC段：T2=m

（1）由 AB 段的强度条件：

 


 

16

2
3
11

1
max1 d

m
W
T

t
，

  mNdm .2.46010
32

25300
32

3
33

1
1 


 



由 BC段的强度条件

d1 d2T T1m 1mA B C
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16

3
22

2
max2 d

m
W
T

t
，

  mNdm .2.47110
16

20300
16

3
33

2
2 


 



所以结构的许可外力偶矩[m]=min{m1,m2}=460.2N.m

（2） 12491249
2

22

1

11
AC 10201080

3212.460
10251080

3212.4602
 











PP GI
lT

GI
lT

666.0366.0300.0 

15、已知钻探机钻杆的外径 D=60mm，内径 d=50mm，功率 P=7.35kW，转速 n=180r/min，
钻杆入土深度 l=40m，材料的 G=80GPa，[ τ ]=40MPa。假设土壤对钻杆的阻力沿长度均

匀分布，试求：（1）单位长度上土壤对钻杆的阻力矩；（2）作钻杆的扭矩图，并进行强度校

核；（3）A、B 两截面的相对扭转角。

解：求扭力矩：

0
7.359549 389.9
180

M Nm= ´ =

（1）设阻力矩分布集度为 m0，由钻杆的平衡条件：

0
0 0 0

389.9 9.75 /
40

Mm l M m Nm m
l

×= Þ = = =

（2）作扭矩图，危险截面为 A 截面：

max
max 3 4

16 389.9 17.76 [ ]
0.06 [1 (5 / 6) ]p

T MPa
W

t t
p

´
= = = <

创 -

（3）如图取坐标系，有：

0( )T x m x= - ×
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2
0 0 0

0 0

( ) d d
2 2

l l

AB
p p p p

m m l M lT x x x x
GI GI GI GI

f = = = =蝌

9 4 4

32 389.9 40 0.148 8.48
2 80 10 0.06 [1 (5 / 6) ]p

创
= = =

创 创
o弧度

16、图示受扭圆轴，直径 d=40mm，mA=0.4KN.m，mB=0.9KN.m，mC=0.5KN.m，G=80GPa，

[τ]=100MPa，[φ]=1 m
。试校核该轴的强度与刚度。 （11 分）

解：（1）作构件的扭矩图 mA mCmB

d
A

B C

（2）由扭矩图可知

mKNT .5.0max 

强度校核：

][81.39
40

16105.0
3

6
max

max 


 



 MPa

W
T

t

刚度校核

综上，圆轴强度条件满足而刚度条件不满足，故不能安全工作。

17、图示接头，承受轴向载荷 F 作用，试校核接头的强度。已知：载荷 F=80 kN，板宽 b=80
mm，板厚δ=10 mm，铆钉直径 d=16 mm，许用应力[σ]=160 MPa，许用切应力[τ] =120 MPa，
许用挤压应力[σbs] =340 MPa。板件与铆钉的材料相等。

解：(1) 校核铆钉的剪切强度；

  mm
GI
T

P

//43.1
401080

1018032105.0180
423

36
max

max
 


 






F

F

F

F

b

δ
δ

d
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2

1
4 99.5 120 1

4

Q

S

FF
MPa MPa

A d
 


    

(2) 校核铆钉的挤压强度；

 
1
4 125 340 b

bs bs
b

FF MPa MPa
A d

 


    

(3) 考虑板件的拉伸强度；

对板件受力分析，画板件的轴力图；

校核 1-1 截面的拉伸强度

 1
1

1

3
4 125  160 MPa  

( 2 )
N

F
F MPa
A b d

 


    


校核 2-2 截面的拉伸强度

 1
1

1

125  160 MPa 
( )

NF F MPa
A b d

 


    


所以，接头的强度足够。

第四章 弯曲内力

F

F/4
bF/4 F/4

F/4

1

1

2

2

F
FN

x

(+)F/4

3F/4
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1、.画剪力与弯矩图。

2．试做图示梁的剪力图和弯矩图，并求|V|max和|M|max。

解：1）求支反力

RC=20kN

RB=4kN

2）作 V 图

按外载走向从左向右

xD=4m

3）作 M 图

MC=12kN.m

4）
max

12V kN

max
12k .M N m

3、图示简支梁，载荷 F 可按四种方式作用于梁上，试分别画弯矩图，并从强度方面考虑，

指出何种加载方式最好。

l/

BCA

(a)

F

l/

x

V F
（+

（-
F

12kN 2kN/m

A C B

6m1m

V

x

x

20kN 4kN

8kN

4kN

D

xD

12kN.m

4kN.m

+

+
－

－

12kN

M

－

M
Fl/2

（-
x
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解：各梁约束处的反力均为 F/2，弯矩图如下：

由各梁弯矩图知：(d)种加载方式使梁中的最大弯矩呈最小，故最大弯曲正应力最小，

从强度方面考虑，此种加载方式最佳。

4、图示各梁，试利用剪力、弯矩与载荷集度的关系画剪力与弯矩图。

解：(a)

l/

BA

(a)

F

l/ l/

BA

(b)

F/2

l/l/

F/2

l/

BA

(c)

F/3

l/l/

F/3

l/

F/3

l/ l/l/

BA

(d)

F/4F/4

l/

F/4

l/

F/4

q

A B

l/2 l/2

(b)

ql

A

(c)

B

l/2 l/2

q

q A

(d)

B

l/4 l/2

q

l/4

l/2 l/2

FlF

(a)

A B

x

M
Fl/4

(a)

+
x

Fl/6

(b)

+

x

M

Fl/8 Fl/8
Fl/6

(c)

x3Fl/20

(d)

Fl/10 Fl/10

M
++
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(1) 求约束力；

      2B BR F M Fl 

(2) 画剪力图和弯矩图；

(b)
(1) 求约束力；

0      0A AR M 

(2) 画剪力图和弯矩图；

(c)
(1) 求约束力；

4A B
qlR R 

(2) 画剪力图和弯矩图；

F Fl
A B

RB

MB

B

ql
A

RA

MA

RA

A B

q

q

RB

(+) x
V F

(+)

x

M
Fl/2

3Fl/2
2Fl

(+)
x

V
ql/2

(+)
x

(-)
ql/2

ql2/8

M

(+)

ql/4
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(d)
(1) 求约束力；

4A B
qlR R 

(2) 画剪力图和弯矩图；

5、作图示梁的剪力图和弯矩图。

解：（1）求支反力

（2）作剪力图

（3）作弯矩图

RA RB

A B

q

xV (-)
ql/4 ql/4

(-)

(+)
xM

ql2/32

(-)

ql2/32

(+)
x

V

(+)
xM

ql2/16

ql/4
(-)

ql/4

ql2/16
3ql2/32

2m
A C B

2m

V

M

2m

20kN

D

－

＋
＋

5kN

15kN

20kN

5kN.m

10kN.m

＋

－

10kN/m

8kN.m
q

A C B

4m

V

M

1m

8kN

16kN

16kN

8kN

8kN.m

8kN.m

8kN.m

－

－ －

+ +

+
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6、作图示梁的剪力图和弯矩图。

解：

由梁的整体平衡解得：

kN16A R

kN24CR

绘剪力图如右：

弯矩图

7、作图示梁的剪力图和弯矩图。

解：（1）求支反力

qaRA 4
1

 qaRB 4
5



（2）画剪力图

（3）画弯矩图

8、作图示梁的剪力图和弯矩图，并求|V|max和|M|max。

RA
RB

—
+

0.25qa

qa

V

—

0.5qa2

M
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解：1）求支反力

）（ NR k4A

）（ NR k8B

2）作 V 图

3）作 M 图

mkNM D .1624
2
112 

4)

kNV 8
max



m.16M
max

kN （2 分）

12kN.m 2kN/m

A B

6m

V

M

+
－

4kN

8kN.m

2m

12kN.m

16kN.m

+
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第五章 截面图形的几何性质

1、求图示平面图形中阴影部分对 z 轴的静矩。

232.0)2.06.0(4.0 bhhhhbSZ 

 
8842422

222 bhhHBhhbhHhhHBSZ 








 






2、求图示平面图形对 z、y 轴的惯性矩。

45

2
3

2
3

1023.2

51040
12

1040251040
12

3010

mm

III IIIZ











由于图形对称，
451023.2 mmII ZY 

3、试求图示平面图形的形心主惯性轴的位置，并求形心主惯性矩。

mmyC 7.56
1002020140

1010020902010







472
3

2
3

1021.17.46200.10
12

20100

3.3320140
12
14020

mm

III IIIZ









46
33

1076.1
12
10020

12
20140 mmIY 







hH

B

b

h/2
z

0.4h

h

b
z

100m

140m

20mm

20mm

I

II

z

y

40

40

10

1

O

y

z

II

I
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4、 图示砌体 T 形截面，当 B=1200mm,b=370mm，D=490mm 时,（1）试计算图形的形心位置

参数 y1、y2；（2）试计算图形对形心轴和 y轴的惯性矩及其相应的回转半径。

y

600600

C
2C

1Cy 1
2y

4
9
0

2
4
0

185 185

z

解：（1）计算图形的形心位置参数 y1、y2

建立图示坐标，则图形的形心在 y 轴上。

1 1 2 2
1 1

250370 250 (240 240 1200 120+ 2 mm=179.6mm
370 250 240 1200C

A y A y
y y y

A

    
   

  

+ )

2 1490 490 179.6 310 4mmy y     .

（2）计算图形对形心轴惯性矩及其回转半径
3 3

1 2 2 2 9 41200 240 240 370 250 2501200 240 (179 6 370 250 (310 4 6 067 10 mm
12 2 12 2z z zI I I  

             ) ). . .

96 067 10 =126 3mm
1200 240 250 370

z
z

I
i

A


 
  
. .

2 2
1 2 10 4240 1200 (490 240 (185 2 3 562 10 mm

12 12y y yI I I    
     

) ) .

103 562 10 305 9mm
1200 240 250 370

y
y

I
i

A


  
  
. .

5、图示矩形、箱形和工字形截面的面积相同，试求它们对形心轴 z 的惯性矩。

y

a/
2

a/
2

a/2a/2

z

y

z

0.9a

0.
9a

0.
9a

t2

t2

t2t2 t3

t3

a
a

0.8a 0.8a

t3

z

(a) (b) (c)

题5-4图
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解：（1）矩形

3 4

12 12z
bh aI  

（2）箱形

箱形与方形面积，即： 2
2 2 26 5.4

5.4
aa bt at t   

3 3
3 3

2 2 2 2

4

(0.9 )(1.8 ) (0.9 )(1.8 )( )(2 ) ( )(2 ) 5.4 5.4 5.4 5.4
12 12 12 12

0.4567

z

a a a aa a a ab t b t b t b tI

a

      
   



（3）工字形截，即：面 2
3 3 32 1.6 2

5.2
aa at at t    

工字形截面方形面积

3 3
3 3

3 3

4

1.6 (2 2 ) (1.6 )81.6 (2 2 ) (1.6 )8 5.2 5.2
12 12 12 12

0.8695

z

a aa a a aa a t a t aI

a

   
   



1 0.4567 0.8695 1 5.4810.43
12zz zI I I  工方 箱： ： ： ： ： ：

6、如图所示是一枚被称为“孔方兄”的中国古钱币，设圆的直径为 d，挖去的

正方形边长为b，若 2/db  ，求该截面的弯曲截面系数 ZW 。

4 4 4
3 1

64 12 192
4 4 3

( ) / ( / 2) 3 1
64 12 96

Z

Z

d b dI

d b ddW

p p

p p

= - = -

= - = -

（ ）

（ ）

7、试求图示平面图形对 x 轴和 y 轴的惯性矩。

解：组合图形，可视为矩形挖去两个半圆

3 4 3 4

1 2

1
2 2

12 2 64 12 64x x x

bh d bh d
I I I
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8、在图示的对称倒 T 形截面中， 1 0.3 mb  , 2 0.6 mb  , 1 0.5 mh  2 0.14 mh  。

(1) 求形心 C的位置；

(2) 求阴影部分对 0z 轴的静矩；

(3) 问 0z 轴以上部分的面积对 0z 轴的静矩与阴影部分对 0z 轴的静矩有何关系?

解：（1）图形的面积为

20.5 0.3 0.6 0.14 0.234mA     
对 Z 轴的静距为

   
2

3

1

0.140.3 0.5 0.25 0.14 0.6 0.14 0.06438m2z i
i

S A y


        
形心坐标为

0.06438 0.275m
0.234

z
C

Sy
A

  

（2）求阴影部分对 0z 轴的静距为

    
0

2
2 2 3

1

10.140.6 0.14 0.275 0.14 0.3 0.275 0.14 2 10 m2 2z i
i

S A y 



           
（3） 0z 轴以上部分的面积对 0z 轴的静矩与阴影部分对 0z 轴的静矩关系为：经过计算得出

相等。

9、试求图示各截面的阴影线面积对 X轴的静积。

3 4 2
28 2

2 [( ) ( ) ]
12 8 9 16 2 3 8

hb d b d d 
 

       

3 4 2 2 3

12 64 16 6

hb d b d bd 
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解：（a）

)(24000)1020()2040( 3mmyAS cx 

（b）

)(42250
2
65)6520( 3mmyAS cx 
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第六章 弯曲应力

1、图示悬臂梁，横截面为矩形，承受载荷 F1与 F2作用，且 F1=2F2=5 kN，试计算梁内的最大

弯曲正应力，及该应力所在截面上 K 点处的弯曲正应力。

解：(1) 画梁的弯矩图

(2) 最大弯矩（位于固定端）：

max 7.5 M kN

(3) 计算应力：

最大应力：

K 点的应力：

2、把直径 d=1 m 的钢丝绕在直径为 2 m 的卷筒上，设 E=200 GPa，试计算钢丝中产生的最

大正应力。

解：(1) 由钢丝的曲率半径知

1       M E M
EI I 

  

(2) 钢丝中产生的最大正应力

9 3

max
200 10 0.5 10 100 

1
MR ER MPa
I




  
   

3、图示梁，由 No22 槽钢制成，弯矩 M=80 N.m，并位于纵向对称面（即 x-y 平面）内。试

求梁内的最大弯曲拉应力与最大弯曲压应力。

6
max max

max 2 2
7.5 10 176 
40 80

6 6
Z

M M MPa
bhW

 
   



6
max max

3 3
7.5 10 30 132 

40 80
12 12

K
Z

M y M y MPa
bhI


   

   


40

1m

F1

C

y

1m

F2

80

K

z
30

(+)

7.5kN 5kN
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（截面的几何性质： 4
0 20.3       79       176 zy mm b mm I cm   ）

解：(1) 截面的几何性质：

4
0 20.3       79       176 zy mm b mm I cm  

(2) 最大弯曲拉应力（发生在下边缘点处）

  3
0

tmax 4

80 10 (79 20.3) 2.67 
176 10

    
  

x

M b y
MPa

I


(3) 最大弯曲压应力（发生在上边缘点处）

3
0

cmax 4

80 10 20.3 0.92 
176 10

  
  

x

M y MPa
I



4、 图示矩形截面钢梁，承受集中载荷 F 与集度为 q 的均布载荷作用，试确定截面尺寸 b。
已知载荷 F=10 kN，q=5 N/mm，许用应力[σ] =160 Mpa。

解：(1) 求约束力：

3.75       11.25 A BR kNm R kNm 

(2) 画出弯矩图：

(3) 依据强度条件确定截面尺寸

 
6 6

max
max 2 3

3.75 10 3.75 10 160 
4

6 6
z

M MPa
bh bW

  
    

解得：

32.7 b mm

5．图示矩形截面梁受集中力作用，（1）求 1-1 截面上 a 点的弯曲正应力和弯曲剪应力；（2）

若材料的许用应力[σ]=30MPa，试校核此梁的正应力强度。（14 分）

1m

BA

qF

1m 1m

b

2b

RA
RB

M M

y

zy0b
C

xM

3.75kNm

2.5kNm

(+)

(-)
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解：（1）1-1 截面上的内力

1

1

20
40 .

V kN
M kN m
 

 

 6
1

3

40 10 60
30

120 200
12

a a
z

M y MPa
I


   

  


3
1

3
20 10 40 120 80 0.8

120 200 120
12

z
a

z

V S MPa
I b


     

  




（2）全梁最大弯矩 max 60 .M kN m

 
6

max
max 2

60 10 75
120 200

6
z

M
MPa

W
 

   


故全梁的正应力强度满足。

6、 20a 工字钢梁的支承和受力情况如图所示，若[]=160 MPa，试求许可载荷。抗弯截面

系数： 6 3237 10W m 

解：(1) 画梁的弯矩图

由弯矩图知：

max
2
3
PM 

(2) 强度计算

A

P

P

BDC

2m 2m 2m

No20a

2m

P=20kN

B
A

120

20
0

40

z

y

a

1m

1

1

M

2P/3

2P/3
x

(+)

(-)
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max
max

6 6

2
23 [ ]

3
3 [ ] 3 237 10 160 10 56.88

2 2

P
M P
W W W

WP kN

 

 

    

   
   

取许可载荷

[ ] 57P kN

7、图示圆轴的外伸部分系空心轴。试作轴弯矩图，并求轴内最大正应力。

解：(1) 画梁的弯矩图

由弯矩图知：可能危险截面是 C 和 B 截面

(2) 计算危险截面上的最大正应力值

C截面：

3

max 3 3

32 1.34 10 63.2
0.06

32

C C
C

CC

M M MPa
dW


 

 
   



B 截面：

3

max 3 4 3 4

4 4

0.9 10 62.1
0.06 0.045(1 ) (1 )

32 32 0.06

B B
B

B BB

B

M M MPa
D dW

D


 


   

 

(3) 轴内的最大正应力值

MPaC 2.63maxmax σσ

8、图示横截面为⊥形的铸铁承受纯弯曲，材料的拉伸和压缩许用应力之比为[t]/[ c]=1/4。

400 800 200 300

5kN 3kN 3kN
φ6

φ4

A C D
B

E

M

1.34kNm x
(+)

(-)

0.9kNm
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求水平翼缘的合理宽度 b。

解：(1) 梁截面上的最大拉应力和最大压应力

 

 
 

1 1
,max ,max

,max 1

,max 1

1

400
      

400 1
4

320 

t c
z z

tt

c c

M y My
I I

y
y

y mm

 


 


 


  


(2) 由截面形心位置

 
 

30 400 60 170 60 370
320

30 400 60 60

510 

i Ci
C

i

A y b
y

A b

b mm

     
  

   






9、已知悬臂梁 AB，截面形状尺寸和所受外力如图所示。图中 z 为形心轴，y1=157.5mm，

y2=72.5mm，惯性矩 Iz=6013104mm4，已知材料[σt]=30MPa， [σc]=90MPa，试校核梁的正应

力强度。（10 分）

解：1） 简支梁跨中弯矩最大

mKNqlM  20
8
1 2

max （上压下拉）

2）正应力校核

 t
Z

t MPa
I

yM
 







 1.24
106013

5.721020
4

6
2max

max,

 c4

6
1max

max,c 4.52
106013

5.1571020  






 MPa
I

yM

Z

所以正应力强度合格。

400

30

60

zC

yC
b

C

MM
y1

z

y

C
y2

y1

10kN/m

A B
4m
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x
(+)

20kN.m

10、铸铁梁的截面形状尺寸、所受外力及弯矩图如下图所示。已知 z 为形心轴，y1=86mm，

y2=54mm，惯性矩 Iz=7.64106mm4，材料许可拉应力[σt]=40MPa，许可压应力[σc]=100MPa，

试校核梁的强度。

解：1） 由弯矩图可

知，危险截面为 C、A

mKNMMC   5.3max mKNMM   5maxA

2）C 截面校核（上压下拉）

 c
Z

C
c MPa

I
yM

 






 74.24
1064.7

54105.3
6

6
2

max,

 t
Z

C
t MPa

I
yM  







 40.39
1064.7

86105.3
6

6
1

max,

3）A 截面校核

 c
Z

c MPa
I
yM

 






 54.67
1064.7

86106
6

6
1A

max,

 t
Z

t MPa
I
yM

 05.141.42
1064.7

54106
6

6
2A

max, 








综上，梁的强度不满足要求 （1 分）

11、矩形截面悬臂梁如图所示，已知 l=2 m， b / h =2/3，P=10 kN，[]=10 MPa，试确定

此梁横截面的尺寸。

解：(1) 画梁的弯矩图

m1

A

KN5.3
C

B
z

y

C

y2=54

y1=86

5.3 mkN 

＋

－

M 图

6

m1

KN13

A B

m2
P
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由弯矩图知：

max 40kN.mM

(2) 计算抗弯截面系数

3
2 3

2
3

6 6 9

hbh hW   

(3) 强度计算

6
max

max 3

6

3

20 10 [ ]

9
9 20 10 9 416  

[ ]
  277


  

  
  



M
hW

h mm

b mm

 



12、由三根木条胶合而成的悬臂梁截面尺寸如图所示，跨度 l=1 m。若胶合面上的许用切应

力为 0.34 MPa，木材的许用弯曲正应力为[]=10 MPa，许用切应力为[]=1 MPa，试求

许可载荷 P。

解：(1) 截面上的最大剪力和弯矩

max maxV       P M Pl

(2) 梁弯曲正应力强度条件

max
max

2

2 6 2

[ ]1
6

[ ] 10 10 0.1 0.15 3.75 
6 6 1

M Pl
W bh

bhP kN
l

 



  

  
  



(3) 梁弯曲切应力强度条件

max
max

6

3 V 3 [ ]
2 2

2[ ] 2 1 10 0.1 0.15 10 
3 3

  

   
  

P
A bh

bhP kN

 



(4)胶合面上切应力强度条件

100

50
50
50l

P
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2 2
2 2max

13

3 6 3
1
2 2

2 2

V [ ]
2 4 42

12
[ ] 0.34 10 0.1 0.15 3.825 

0.156 6 0.025
4 4

   
       

   

  
  

   
    

   

z

h P hy y
bhI

bhP kN
h y

 



许可载荷：[P]=3.75 kN。
14、图示简支梁，由 No28 工字钢制成，在集度为 q 的均布载荷作用下，测得横截面 C 底边

的纵向正应变ε=3.0×10-4，试计算梁内的最大弯曲正应力，已知钢的弹性模量 E=200 Gpa，
a=1 m。

解：(1) 求支反力

3 1      
4 4A BR qa R qa 

(2) 画内力图

(3) 由胡克定律求得截面 C 下边缘点的拉应力为：

4 9
max 3.0 10 200 10 60 C E MPa        

也可以表达为：

2

max
4C

C
z z

qa
M
W W

   

(4) 梁内的最大弯曲正应力：

A B

a a

q

C

ε

RA RB

x
(+)

x

(-)

3qa/4
FS

qa/4

qa2/4

9qa2/32

M
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2

max
max max

9
932 67.5 
8 C

z z

qa
M MPa
W W

     

15、⊥形截面铸铁梁如图所示。若铸铁的许用拉应力为[t]=40 MPa，许用压应力为[c]=160
MPa，截面对形心 zc的惯性矩 Izc=10180 cm4，h1=96.4 mm，h2=153.6mm 试求梁的许用载荷

P。

解：(1) 画梁的弯矩

图

由弯矩图知：可能危险截面是 A 和 C 截面

(2) 强度计算

A 截面的最大压应力

 

2 2
max

8 6

3
2

0.8 [ ]

[ ] 10180 10 160 10 132.6
0.8 0.8 250 96.4 10

A
C C

zC zC

zC C

M h Ph
I I

I
P kN

h

 

 



  

  
   

 

A 截面的最大拉应力

1 1
max

8 6

3
1

0.8 [ ]

[ ] 10180 10 40 10 52.8
0.8 0.8 96.4 10

A
t t

zC zC

zC t

M h Ph
I I

I
P kN

h

 

 



  

  
   

 

C 截面的最大拉应力

 

2 2
max

8 6

3
2

0.6 [ ]

[ ] 10180 10 40 10 44.2
0.6 0.6 250 96.4 10

C
t t

zC zC

zC t

M h Ph
I I

I
P kN

h

 

 



  

  
   

 

取许用载荷值

[ ] 44.2P kN

1.4m

A

P

C

B
z

y

C

h2=153.6

h1=96.4

0.6P

mkN ＋

－ M图

0 .8 P

0.6m

2P
P
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第七章 弯曲变形

1、用积分法求图示悬臂梁的挠曲线方程和转角方程。

解：  2

2
)( xlqxM 

   2

2
)( xlqxMxvEI 

    C
6

- 3  xlqxvEI

    DxxlqxEIv  C
24

4

边界条件：x=0 时，v（0）=0；θ（0）=0

解得
6

C
3ql

 ；
24

-D
4ql



梁的转角方程和挠曲线方程分别为

     
EI
qlxl

EI
qxvx

66
-

3
3 

   
EI
qlx

EI
qlxlqxEIv

24624

43
4 

2、 用积分法求图所示梁 A 截面的挠度和 B 截面的转角。

解 ① 对于 OA 段： 弯矩方程为 M(x)=-
2
1
Pl-Px

即 EIy’’=-
2
1
Pl-Px

EIy’=-
2
1
Plx-

2
1
P x 2 +C1

EIy=-
4
1
Plx 2 -

6
1
P 3x + C1x+ C2

边界条件 x=0 y’=0
x=0 y=0

由此边界条件可解得 C1 =C2=0

l

q

BA



更多接本资讯请关注“河北精通专接本”微信公众号43

P
L

将 C1 =C2=0 及 x=
2
1
l分别代入挠度及转角方程得

A 截面转角为  A
=

EI
Pl

8
3 2

 挠度为 yA
=

EI
Pl

12

3



② 对于 AB段 弯矩 M= EIy’’=Pl
则 EIy’=EI =Plx+ C3（设 x=0处为 A 截面）

边界条件 x=0  = A
=

EI
Pl

8
3 2

 得 C3=
8
3

 P 2l

将 C3=
8
3

 P 2l 及 x=
2
1
l代入转角方程即得

B 截面转角为 B
=
EI
Pl
8

2

综上所述：A 截面挠度为 yA
=

EI
Pl

12

3

 B 截面转角为  B
=
EI
Pl
8

2

3、如图所示桥式起重机的最大载荷为 P=20kN，起重机大梁为 32a 工字钢，E=210Gpa，

L=8.76cm。规定[f]=L/500。校核大梁的刚度。(I=11100(cm4)
EI
plf

48

3

max  )

 
3 3 2

max 9 8

20 10 0.0876
48 48 210 10 11100 10 730 500
Pl l l lf f
EI 

 
    

   

可见符合刚度要求

4、用积分法求图示梁挠曲线方程时，需分几段列方程？试写出确定积分常数的边界条件及

变形连续条件。、

解：需分两段列方程。

边界条件：

0
0




B

A

v
v

连续条件：

qa2 q

A C B

2aa
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CC

CC vv



5、用积分法求下图梁挠曲线方程时，梁的挠曲线近似微分方程应分几段？共出现几个积分

常数？并写出其确定积分常数的所有条件。

解：挠曲线方程应分为 AB、BC 两段，共有 4 个积分常数。

位移边界条件：

0x  0A 

x l 8
c

C
R ql
k k

  

变形连续条件：

0.5x l 1 2B B 

0.5x l 1 2B B 

6、简支梁上作用均布载荷 q 以及集中力偶 ，试用叠加法求梁跨中截面的挠度及两端截面 A、

B 的转角。（答案：
EI384

29
EI384

5ql
EI384

5ql)(v)(vv
422

CCC
ql

mq 

EI24
9ql

EI3
ql

EI24
ql)()(

333

AqAA  m
24EI
5ql-

6EI
-

EI24
ql)()(

33

BBB 
ml

mq  ）

7、如图所示截面外伸梁，EI=常数。使用叠加法求截面 B 的转角和端点 C 的挠度。

（参考答案： 16EI
lF-

3EI
alF-

2
21

B 
、 16EI

alF-
3EI

aF-
2

2
2

1
21

）（ lavvv CCC 
）

8、用叠加法求如图所示梁截面 A 的挠度和转角。EI 为已知常数。
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解：可分解为如下两图相减后的效果

查表得
EI
qa

EI
aq

2
9

6
)3( 33

1  显然

EI
qa

EI
aqy

8
81

8
)3( 44

1 
EI
qaa

EI
qay

24
11

8

4

2

4

2  

则
EI
qa

3
13 3

21  
EI
qayyy

3
24 4

21 

9、如图所示为两根材料相同的简支梁，求两梁中点的挠度之比 ba ww / 。

解：

8
1

2
)2(2/

33


EI
LPk

EI
kPL

wb

wa

第九章 应力状态分析和强度理论

1、用解析法求图示单元体 ab面上的应力（ 030  ），并求 max 及主应力。
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解答：

2、求图示单元体的主应力和主方向、最大剪应力。

解：由图可知：

σx =50MPa σy=－30MPa

τx=30MPa

则

2
2

22 x
yxyx

ps 


 






 





501030
2

3050
2

3050 2
2







 






∴ σ1=60MPa σ2=0 σ3=－40MPa

75.0
3050

602tan 0 








yx

x






∴ 4.180 

MPa50
2

31
max 







3、已知应力状态如图所示，图中应力单位皆为 MPa。试求：

max

3 min

60

60

1 2 2

40 , 0, 20

40 40cos 2 sin 2 cos120 20sin120 7.32
2 2 2 2

40sin 2 cos 2 sin120 20cos120 7.32
2 2

40 40} ( )
2 2 2 2

x y xy

x y x y
xy

x y
xy

x y x y
xy

Mpa Mpa

Mpa

Mpa


 

  

   
   

 
   

   


    

 
       


      

            
 





 

 



 

2
2 8.3

48.3

1 2 3

max 1 3

20

8.3 , 0, 48.3

1 28.3
2

Mpa
Mpa

Mpa Mpa

Mpa

  

  

 

    

  

30MPa

30MPa

50MPa

40MPa

20MP

40MP
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xMPa

MPa

y2MPa

maxMPa
1MPa

1

3MPa

3

1) 主应力大小； 2) 主平面位置；3) 绘出主单元体及主应力方向；4) 单元体的最大

剪应力。

解：由图可知：

σx =－40MPa σy=－20MPa τx=－40MPa

则：（1）

2
2

22 x
yxyx

ps 


 






 





2.413040
2

2040
2

2040 2
2







 






∴ σ1=11.2MPa σ2=0 σ3=-71.2MPa

（2） 4
20

802
tan 0 







yx

x






∴ 380 

（3）主单元体及主应力方向如图所示。

（4） MPa2.41
2

31
max 







4 、 已知 某点 处的 应力状 态如 图所 示， ,MPa100,MPa60   弹性 模量

GPa200E ，泊松比 25.0 ，求该点处的三个主应力及最大正应变。

解：

100 60 601 2 3
1 [ ( )]max 1 2 3

1 3[100 0.25(60 60)] 0.5 103200 10

MPa MPa MPa

E

s s s

ne s s s

= = = -

= - +

-= - - = ´
´

， ，

5、一体积为 101010  mm 3
的立方铝块，将其放入宽为10 mm 的刚性槽中。

已知铝的泊松比 33.0 ，求铝块的三个主应力。

（参考答案： 60
01.001.0

106 3

3 



 MPa, 01 

F=6 kN

O
y

z

x
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由 0)6033.0(1
22  

E
得 8.192  MPa

6、第三强度理论和第四强度理论的相当应力分别为 r3 及 r4 ，对于纯剪切应力状态，求解

r3 / r4

解答：纯剪应力状态

7、试对给定应力状态： 212MPax  、 212MPay   、 212MPaxy  ，确定材料是否失效：

（1）对脆性材料用最大拉应力理论，若已知材料 b 300MPa  ；

（2）对塑性材料用最大切应力理论及形状改变比能理论，若已知材料 s 500MPa  。

解答：

xy 平面内：

（1）脆性材料： 1 299.8 bMpa   故材料未失效

（2）塑像材料： 3 1 3 299.8 ( 299.8) 599.6r sMpa          故材料失效

8、已知某构件危险点的应力状态如图， [ ] 160MPa  。试校核其强度。

（用第三强度理论）

解答：

在 x，y 平面内 60 , 50x y xyMpa Mpa     

1 2 3110 , 50 , 10Mpa Mpa Mpa     

3 1 3 100 [ ]r Mpa      

8、工字型截面钢梁，[ ] 170MPa  ， 49940cmzI  ，危险截面上V 180kN ， 100kN mM   。

校核梁的正应力及相当应力强度。（用第三强度理论）

2 2 2 2 2 2
3 1 2 2 3 3 1

1 1
[( ) ( ) ( ) ] ( 4 ) 3

2 2r                   

3

4

2 2
3 3

r

r

 
 

  

1 2 3 3 1 3, 0 , , 2r                  

1 2 3299.8 , , 299.8Mpa o Mpa      

max

min

2 2 2 299.8
299.8

212 212 212 212} ( ) 212 {
2 2 2 2

x y x y Mpa
xy Mpa




   
 

   
      

max

min

2 2 2 2 110
10

60 60 60 60} ( ) ( ) ( 50) {
2 2 2 2

x y x y Mpa
xy Mpa
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解答：

先对上下边缘进行强度校核：

其次对胶板剪缘分界处进行强度校核

但， 所以安全

9、图示单元体，试求

(1) 指定斜截面上的应力；

(2) 主应力大小及主平面位置，并将主平面标在单元体上。

解：(1) MPa6.762sin2cos
22







 


  x
yxyx

MPa7.322cos2sin
2




 


 x
yx

(2) 22

min

max )
2

(
2 xy

yxyx 












98.121

98.81


 MPa

98.811  MPa， 02  ， 98.1213  MPa

0
39.35  

3

8

100 10 0.15 151 , 0
9440 10

x
x y

z

My Mpa
z

  

 
    



max

min

2 2 2 2 163.4
12.4

151 151} ( ) ( ) 45 {
2 2 2 2

x y x y Mpa
xy Mpa




   
 

 
      

3

8

180 10 0.16 0.01 0.155 45
9440 10 0.01

s zk
xy

z

F S Mpa
I b

 




   
   

 

176 170 3.5% 5%
170


 

1 2 3 3 1 3163.4 , 0 , 12.4 , 176 [ ]rMpa Mpa Mpa Mpa              

3
max

max 8

100 10 0.16 161 [ ] 170
9940 10z

My Mpa Mpa
I

 

 
    



13

35.39

40 MPa

100 MPa60
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10、某点的应力状态如图示，求该点的主应力及最大切应力。

解：
22

min

max )
2

(
2 xy

yxyx 













16.42
16.52

16.4754025
2

2030 22





 MPa

所以 2.521  MPa， 102  MPa， 16.423  MPa

2.47
2

31
max 





 MPa

11 、 图 示 工 字 形 截 面 梁 AB ， 截 面 的 惯 性 矩

61056.72 zI m 4
，求固定端截面翼缘和腹板交

界处点a的主应力和主方向。

解： 17.36
1056.72

07.075.01050
6

3





  MPa（压应

力）

8.8
1056.7203.0

1085301501050
6

93





 



 MPa

22

min

max )
2

(
2 xy

yxyx 












2.38

03.2


 MPa

03.21  MPa， 02  ， 2.383  MPa

05.77
17.36

8.82arctan
2
1)

2
arctan(

2
1

0 








yx

xy






12、图示正方形截面棱柱体，弹性常数 E、 均为已知。试比较在下列两种情况下的相当应

力 r3 。

(a) 棱柱体自由受压；

(b) 棱柱体在刚性方模内受压。

解：(a) 021  ，  3

40

30

10

20

(MPa)

3

05.77

a

a

1
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  31r3

(b)  3 , 021  

所以
)1(21 v




所以
)1(
)21(

)1(31r3 













13、列车通过钢桥时，在钢桥横梁的 A 点用应变仪测得εx=0.4×10-3，εy= -0.12×10-3 ，已知：

E=200GPa，μ=0.3。试求 A 点的 x-x 及 y-y 方向的正应力。

解：A 点为平面应力状态，由广义胡克定律

1 1( ) ( )x x y y y xE E
e s ms e s ms= - = -

2 ( )
1x x y
E

s e me
m

= +
-

9
3

2

200 10 (0.4 0.3 0.12) 10 80
1 0.3

MPa-´
= 创 =

-

2 ( )
1y y x
E

s e me
m

= +
-

9
3

2

200 10 ( 0.12 0.3 0.4) 10 0
1 0.3

-´
= + 创 =

-
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14、受力体某点两平面上的应力如图所示，求其主应力大小。（单位：MPa）（10

分）

解：设

σx =10MPa

τx=－10MPa

由图可知

σ45° =－20MPa

τ45° =40MPa

而

 

2010
2

10

)90sin(90cos
2245














y

x
yxyx






 


解得 MPay 70

则

2
2

22 x
yxyx

ps 


 






 





2.413010
2

7010
2

7010 2
2







 






∴ σ1=11.2MPa σ2=0 σ3=-71.2MPa

16、今测得受扭空心圆轴表面 A 点与轴线成 45°方向的线应

变 0 ，空心圆轴外径为 D，内外径之比为 。试求力偶矩

m之值。已知材料常数 E 和ν。

解：A 点应力状态如图所示

剪应力：

135°40

20 10

10

y x

σy

0
τy

45
A

m

m

σ-45°

τ

σ45°
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   43
4

3 1
16

1
16










D
m

D
m

W
m

t

  


 









 90cos

2245
yxyx

04545 
    45

   



 EE

11
45450 









1

0E

即：   


 



 11

16 0
43

E
D

m

 
 







116
1 0

43DEm

17、边长为 20mm 的钢立方体置于钢模中恰好不留空隙，在顶面上受力 F=20kN 作用。已知，

E=200GPa，ν=0.3，试求钢块的三个主应力、最大剪应力。

解：

由题意：

MPa
A
F 50

2020
1020 3

y 





再由广义胡克定律：

   01
x  zyxE



即
  05025.0  zx 

①

   01
z  xyzE



  05025.0  xz 
②

由①②两式联立即可解出

MPa43.21 zx 

三个主应力分别为： MPa43.2121  ， MPa503 

8kNF 

x

y
z
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MPa28.14
2

)50(43.21
2

31
max 










18．如图所示某点的单元体，已知该点沿着 450、-450方向

的线应变分别为 a、b，已知弹性模量 E 和波松比μ，求σ、

τ的值。

解：   454545

1


 
E

  454545

1  
 E

 
2

90sin90cos
2245




 
 2

)90sin()90cos(
2245




解得：












 

11
)( 4545 EbaE ）（

)1(2)1(2
)(

4545













  EbaE ）（

22．如图所示，由实验测得拉伸试件上点 K 沿与轴线成 45°方向的线应变ε，试求此时试件

所受拉力 P。已知试件的横截面面积 A，材料的弹性模量 E 和泊松比μ。

解：由题意可知

K 点所在截面轴力

N=P

正应力：
A
P

 （单向拉伸应力状态）

 
2

)90sin(90cos
2245




 





 
 x

yxyx

245

 
 

45°

ε KP P

σ

τ

σ45o

σ-45o
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A2

-1
2
-11

4545-45-

P
EEE
  

∴



-1
A2EP 

第十一章 组合变形

1、图示起重架的最大起吊重量（包括行走小车等）为 P=40 kN，横梁 AC 由两根 No18 槽钢

组成，材料为 Q235 钢，许用应力[]=120MPa。试校核梁的强度。No.18 工字钢：

23 299.29     152 cmAcmW y 

（参考答案：AC 梁跨中截面为危险截面， max34.64      35 .N kN M kN m 

3 3
max

max max 4 6

34.64 10 35 10
2 2 2 29.299 10 2 152 10

5.9 115.1 121 1.05[ ]

 

 
    

   

   

c
y

N M
A W

MPa

 



强度满足。

2、 图示悬臂梁,承受载荷 F1与 F2作用，已知 F1=800 N，F2=1.6 kN，l=1 m，许用应力[σ] =160
MPa,试分别在下列两种情况下确定截面尺寸。

(1) 截面为矩形，h=2b；
(2) 截面为圆形。

解：(1) 画弯矩图

P

30o

3.5m

A

B

C

z

y

No18×2

l

F2

l

F1

b

h

d
x

y

z

F2l

z

y

y

x 2F1l

(Mx)

(Mz)
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固定端截面为危险截面

(2) 当横截面为矩形时，依据弯曲正应力强度条件：

 
3 6

2 1
max 2 2 3 3

2 800 10 2 1.6 10 160 
2

6 6 3 3

zx

x z

MM F l F l MPa
b h h b b bW W

     
       

 

解得：

35.6      71.2 b mm h mm 
(3) 当横截面为圆形时，依据弯曲正应力强度条件：

   

   
 

2 22 2
2 1max

max 3

2 23 6

3

2

32

800 10 2 1.6 10
160 

32

x z F l F lM MM
dW W

MPa
d







  
  



   
  



解得：

52.4 d mm

3、在力 P和 H联合作用下的短柱如图所示。试求固定端截面上角点 A、B、C、D的正应力。

参考答案：(1) 将力 P和 H向截面形心简化

325 10 0.025 625 .M N m   

(2) 截面 ABCD上的内力

25 
625 .

0.6 3 .
y

z

N P kN
M M N m
M H kN m

   
 

  

(3) 截面几何性质

100150

600
25

75

50

P=25kNH=5kN

z

y
A

B

C
D

P

M H

z

y
A

B

C
D

My

Mz

N

Q
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2

2 4 3

2 4 3

0.15 0.1 0.015 
1 0.1 0.15 3.75 10  
6
1 0.15 0.1 2.5 10  
6

z

y

A m

W m

W m





  

    

    

(4) A点的正应力

 3

4 4

6 6 6

25 10 625 3000
0.015 2.5 10 3.75 10

1.67 10 2.5 10 8 10 8.83 

y z
A

y z

M MN
A W W

MPa

  

 
     

 

       
B点的正应力

  61.67 2.5 8 10 3.83 y z
B

y z

M MN MPa
A W W

         

C点的正应力

  61.67 2.5 8 10 12.17 y z
C

y z

M MN MPa
A W W

          

D点的正应力

  61.67 2.5 8 10 7.17 y z
D

y z

M MN MPa
A W W

          

4、作用于悬臂木梁上的载荷为：xy平面内的 P1=800 N，xz平面内的 P2=1650 N。若木材的

许用应力[]=10 MPa，矩形截面边长之比为 h/b=2，试确定截面的尺寸。

解：(1) 求内力

固定端弯矩最大

max 1 max 22 1600      1 1650 z yM P Nm M P Nm     

(2) 求应力

木梁在 xy平面弯曲而引起的固定端截面上的最大应力为

max max max
max 2 3

3
/ 6

z z z

z

M M M
W hb b

    

木梁在 xz平面弯曲而引起的固定端截面上的最大应力为

1m 1m

x

y

z

O

P1

P2

h

b

a

b
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max max max
max 2 3

1.5
/ 6

y y y

y

M M M
W bh b

    

(3) 强度计算

固定端截面上 a点是最大拉应力点，b点是最大压应力点，应力数值大小是

   maxmax
max max max 3 3

1.53
     yz MM

σ σ σ σ σ
b b

     

 
max max 33 6

3 1.5 3 1600 1.5 1650 90
10 10

2 180

z yM M
b mm

σ

h b mm

   
  



 

5、矩形截面受压柱如图所示，其中 1F 的作用线与柱轴线重合， 2F 的作用点位于 y轴上，

已知 kNFF 8021  ， mmb 240 ，偏心距 mme 100 。试求柱的横截面上不出现拉

应力时 h的最小值，并在 h确定后，求柱横截面上的最大压应力。

解：将 2F 平移到柱轴线上，则柱为轴向压缩与弯曲的组合变形。

mkNeFMkNFFF zN  8160 221

柱的横截面上不出现拉应力时 h取最小值，说明中性轴位于截

面左侧边缘，

0

6
240

108
240

10160
2

63








hhW

M
A
F

z

zN

mmh 300
此时，

MPa
W
M

A
F

z

zN
c 44.4

6
300240

108
300240
10160

2

63

max 









6、图示板件，载荷 F=12 kN，许用应力[σ] =100 MPa，试求板边切口的允许深度 x。（δ=5 mm）

解：(1) 切口截面偏心距和抗弯截面模量：

 240
      

2 6
xxe W

 
 

δ

FF 20
20 x

e

l=2m d=50mm

F

b

F

e

y

z

h

1 2
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(2) 切口截面上发生拉弯组合变形；

3
3

max 2

12 10 12 102 100
5 (40 ) 5 (40 )

6

x
Fe F MPa

xW A x


  
    

   

解得：

5.2 x mm

7、图示钻床的立柱为铸铁制成，P=15 kN，许用拉应力为[t]=35 MPa。试确定立柱所需要

的直径 d。

解：(1) 内力分析

如图作截面取上半部分，由静力平衡方程可得

15      0.4 6N P kN M P kNm   
所以立柱发生拉弯变形。

(2) 强度计算

先考虑弯曲应力

 

 

max 3

3
33 6

32

32 32 6 10     120.4 
35 10

t t

t

M M
W d

Md mm

 


  

  

 
  

 

取立柱的直径 d = 122 mm，校核其强度

3 3

max 2 3 2 3

4 32 4 15 10 32 6 10
0.122 0.122

1.28 33.66 34.94 [ ]

   
     

 
   

t

t

N M N M
A W d d

MPa


   



立柱满足强度要求。

注：在组合变形的截面几何尺寸设计问题中，先根据主要变形设计，然后适当放宽尺寸进行

强度校核，这是经常使用的方法。

8、图示手摇铰车的轴的直径 d=30 mm，材料为 Q235 钢，[]=80 MPa。试按第三强度理论

求铰车的最大起重量 P。

P
40

d P

NM

P
400



更多接本资讯请关注“河北精通专接本”微信公众号 60

解：(1) 轴的计算简图

画出铰车梁的内力图

危险截面在梁中间截面左侧

max 0.2       0.18M P T P 

(2) 强度计算

第三强度理论

 

 

2 2
2 2

3 3

3 3 6

2 2 2 2

32 (0.2 ) (0.18 )

0.03 80 10 788
32 (0.2) (0.18) 32 (0.2) (0.18)

r
M T P P
W d

d
P N

 


  


   

  
  

 

所以铰车的最大起重量为 788N

9、图示矩形截面杆在自由端承受位于纵向对称面内的纵向载荷 FP，已知 FP = 60kN。试求：

1．横截面上点 A 的正应力取最小值时的截面高度 h；
2．在上述 h 值下点 A 的正应力值。

P

400 400

P
180

P

0.18P

0.18P

T

0.2P

M

x

x
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解：

6
40

)
2

(

40 2

P
PN

h

dhF

h
F

W
M

A
F

z

zx
A




)32(
20 2

P

h
dhF 

 （1）

1．令 0


h
A

， 026
4

2



h

hhd

∴ h = 3d = 75mm （2）
2．由（1）、（2）式得：

40)
75

253752(
20

1060
2

3



A MPa

10、正方形截面杆一端固定，另一端自由，中间部分开有切槽。杆自由端受有平行于杆轴线

的纵向力 FP。若已知 FP =1kN，杆各部分尺寸示于图中。试求杆内横截面上的最大正应力，

并指出其作用位置。

解： 66 105010105  A m2

69
2

10
12
110

6
105 






yW m3

69
2

10
24
110

6
510  


zW m3

FNx = 1 kN
51051000 3  

yM N·m

5.2105.21000 3  
zM N·m

z

z

y

yx

W
M

W
M

A
F

 N
max

14010

24
1
5.2

12
1
5

50
1000 6 



















 MPa

最大正应力作用位置位于中间开有切槽的横截面的左上角点 A，如图（a）所示。

11、在正方形截面短柱的中部开一槽，其面积为原面积的一半，问最大压应力增大几倍？

A

z

y
yM

C

zM

10

5
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解：未开槽短柱受轴载作用，柱内各点压应力为

24
NF F
A a

s = =

开槽短柱削弱段受偏心压力，最大压应力为

max 2 2 2

/ 2 8
2 2 / 6 4

NF M F F a F
A W a a a a

s
×

= + = + = ×
×% %

故最大压应力增大 7 倍

12、直径为 20mm 的圆截面折杆受力情况如图所示，已知：F＝0.2kN，材料的许用应力为

[ ] 170MPa  。试用第三强度理论确定折杆的长度 a的许用值。

解答：

在危险截面 A 上危险点在七上下边缘

由第三强度理论

取

13、一端固定的圆杆，直径为 d，长度为 l，载荷如图，指出危险截面、危险点的位置，写

出危险点的应力式，按第三强度理论的相当应力式。

解答：

   2 2
3

2 2
6

3

2 0.2 0.21 [ ] 170 10
0.02
32

r M
a a

T
W

 



   

    


2 ,M Fa T Fa 

0.29855a m 

  299a mm
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危险截面在 A 截面，危险点在其最上边缘，在危险点上有

按第三强度理论

14、图示封闭薄壁圆筒，内径 100d mm，壁厚 2t mm，承受内压 4p MPa，外力

偶矩 192.0eM kN·m。求靠圆筒内壁任一点处的主应力。

解： 75.505.0

32
)1.0104.0(π

10192.0
44

3





x MPa

50
4


t
pd

x MPa

100
2


t
pd

y MPa

35.49
7.100

)
2

(
2

22

min

max 





 xy
yxyx 





MPa

7.1001  MPa， 35.492  MPa， 43  MPa

15、圆截面直杆受力如图所示。试用单元体表示 A 点的应力状态。已知 F=39.3N，

M0=125.6Nm，D=20mm，杆长 l=1m。

解：按杆横截面和纵截面方向截取单元体

3 3

32 32 39.3 1 50.04
0.02

M Fl MPa
W D

s
p p

创
= = = =

´

0
3 3

16 16 125.6 79.96
0.02p

MT MPa
W D

t
p p

´
= = = =

´

2

2 3 3

4 2 ;

32 16

ql
F m
d d d

 
  

  

2 2
3

2 22

2 3 3

4 24 4

32 16

r

ql
F m
d d d

  
  



   
   

       
   
   
   

Me Me

t

p
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单元体可画成平面单元体如图(从上往下观察)

16、图示直角曲拐，C 端受铅垂集中力 F 作用。已知 a=160mm，AB 杆直径 D=40mm，

l=200mm ，E=200GPa， μ=0.3，实验测得 D 点沿 45º 方向的线应变 ε45º =0.265 × 10-3。试

求：（1）力 F 的大小；（2）若 AB 杆的[σ]=140MPa，试按最大切应力理论校核其强度。

解：测点在中性轴处为纯剪切应力状态，且有

2 45

4 16 1( )
3 3 1p

Fa F F a E
W A D D

t e
p m

= - × = - =
+

o

则：

2
45 3.493

1 16 (4 1/ 3)
E DF kN

e p

m

×
= × =

+ × -

o

危险截面 A 处内力大小为（不计剪力）

T Fa M Fl= =

按最大切应力理论校核强度：

2 2 2 2

3 3 142.39 1.05[ ]
/ 32r

M T F l a MPa
W D

s s
p

+ +
= = = <

满足强度要求

17．直径为 30mm 的圆截面水平直角折杆，在 BC 段受垂直均布力 mKNq /2.0 ，已知

MPa160][  。试用第三强度理论确定ａ的许可值。

A

C

B

q

a

2a
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解：该杆的危险截面在 A 点，为弯扭组合变形

22qaM A 
25.0 qaTA 

由第三强度条件

     


 





 3

2

3

222222

3
25.432

32

5.02
d
qa

d
qaqa

W

TM

Z

AA

r

∴ mma 1013
322.025.4

30160 3









所以，[a]=1013mm。

18、钢制圆轴受力如图，已知该轴直径 d=50mm，许用应力[σ]=160MPa，外力 P=40KN，

m=1.5KN.m，试用第三强度理论校核该轴强度。

解：

（1）构件的内力方程

轴力方程：

)5.00(40)(  xKNPxN

扭矩方程：

)5.00(.5.1)(  xmKNmxT

（2）从内力方程可知：危险点为构件的外边缘

MPa
d
P

A
N 38.20

50
104044
2

3

2
1 













MPa
d

m
W
TA 15.61

50
16105.116

3

6

3
P















   MPar 12415.61438.204 2222
3

故构件满足第三强度条件。

19、图示矩形截面钢杆，用应变片测得其上、下表面的轴向正应变分别为εa=1.0×10-3 与

d

A

B

0.5m

m P
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εb=0.4×10-3，材料的弹性模量 E=210Gpa。试绘横截面上的正应力分布图。并求拉力 F
及偏心距 e的数值。

解：(1) 杆件发生拉弯组合变形，依据胡克定律知：

3 3

3 3

1.0 10 210 10 210 
0.4 10 210 10 84 

a a

b b

E MPa
E MPa

 

 





      

      

横截面上正应力分布如图：

(2) 上下表面的正应力还可表达为：

2

2

210 

6

84

6

a

b

M N F e F MPa
b hW A b h

M N F e F MPa
b hW A b h






    

 


      

 

将 b、h数值代入上面二式，求得：

18.38       1.785 F mm e mm 

20、矩形截面梁受力如图。已知梁上的均布荷载 q=20kN/m，偏心压力 F=1500kN，偏心距

e=80mm，跨度 l=2m，截面尺寸 b=240mm，h=500mm，弹性模量 E=20GPa，泊松比=0.3。
求

（1）跨中截面 k点沿 45°方向的线应变；（2）跨中截面下边缘点沿轴向的线应变ε。

解：（1）跨中截面内力：

轴力： 1500N kN 
剪力：V=0

弯矩：
2 3 21 1M 1500 80 10 20 2 =130kN.

8 8
Pe ql m       

F
εa

5

25

εb

F

e

b

a

F

q

F

A B

l

e
k 45°

e

b

h
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所以 k 点为单向受力状态，且

31500 10 12.5
240 500x

N MPa
A

  
   



45
= cos90 6.25

2 2
x x MPa    



 45
= cos 90 6.25

2 2
x x MPa 


   



    4
345 45 45

(1 0.3) 6.251= 2.19 10
E 20 10

   
 

  
    


  

（2）跨中截面下边缘处于单向应力状态

3 6

2
1500 10 130 10 6+ 0.5
240 500 240 500x

z

N M MPa
A W

    
   

 

4
3

0.5= 0.25 10
E 20 10
x

x
    



第十二章 压杆稳定

1、 有一长 l=300 mm，截面宽 b=6 mm、高 h=10 mm 的压杆。两端铰接，压杆材料为 Q235

钢，E=200 GPa，试计算压杆的临界应力和临界力。

参考答案：（1）求惯性半径 i

对于矩形截面，如果失稳必在刚度较小的平面内产生，故应求最小惯性半径

mm 732.1
12
6

12
1

12

3
min

min 
b

bh
hb

A
Ii

（2）求柔度λ

λ=μl/i，μ=1，

故 λ=1×300/1.732=519>λp=100

（3）用欧拉公式计算临界应力

 
MPa  8.65

2.173
1020ππ

2

42

2

2

cr 





 E

（4）计算临界力

Fcr=σcr×A=65.8×6×10=3948 N=3.95 kN

2、一根两端铰支钢杆，所受最大压力 KNP 8.47 。其直径 mmd 45 ，长度 mml 703 。

钢材的 E=210GPa， p =280MPa， 2.432  。计算临界压力的公式有：(a) 欧拉公式；(b) 直

线公式 cr =461-2.568 (MPa)。

试 （1）判断此压杆的类型；
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（2）求此杆的临界压力；

参考答案：（1） 1 86
2

1 
P

E

 5.62

4

 d
l

i
l 

由于 12   ，是中柔度杆。 （2） cr =461-2.568 MPa

KNAP crcr 478 

3、一端固定另一端自由的细长压杆，其杆长 l = 2m，截面形状为矩形，b = 20 mm、h = 45

mm，材料的弹性模量 E = 200GPa 。试计算该压杆的临界力。

参考答案：

（1）计算压杆的柔度

2 2000 692.820
12

l
i
 

   ＞ 123c  (所以是大柔度杆，可应用欧拉公式)

(2)计算截面的惯性矩

由前述可知，该压杆必在 xy 平面内失稳，故计算惯性矩

44
33

100.3
12

2045
12

mmhbI y 




（3）计算临界力

μ = 2，因此临界力为
   

kNN
l
EIFcr 70.33701

22
10310200

2

892

2

2











4、图中的 1、2 杆材料相同，均为圆截面压杆，若使两杆的临界应力相等。试求两杆的直径

之比 d1 / d2，以及临界力之比(Fcr)1 / (Fcr)2。并指出哪根杆的稳定性好。

解答：由临界应力总图可知， cr 相同，则值相同， 1 2 

对 1 杆，

对 2 杆，

故：

1 1 1 1 1 1 1 1

11 11

1

4

4
di dI

A

           

2 2 2 2 2 2 2 2

22 22

1

4

4
di dI

A

           

1 1 1

2 2 2

0.7 2 0.7
2

d l l
d l l





  



2
1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2

0.49cr cr

cr cr

F A A d
F A A d
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1 2cr crF F  ，即 2 杆稳定性好些。

5、图示压杆，AC、CB 两杆均为细长压杆，问 x 为多大时，承载能力最大？并求此时承载能

力与 C 处不加支撑时承载能力的比值。

解答：1）承载能力最大的条件是 AC 杆和 BC 杆同时达到临界力，且相同

即：

即：  0.7x l x 

0.412x l

2）对所承载的力与 C 处不加支撑是承载的力的比值

6、校核两端固定矩形截面压杆的稳定性。已知 l＝3m，F＝100kN，b＝40mm，h＝60mm。

材料的弹性模量 E＝200GPa， P 196MPa  ，稳定安全因数 nst＝3。

解答：

故压杆不符合稳定条件。

7、试确定图示结构中压杆 BD 失稳时的临界载荷 F 值。已知：E＝2×105MPa， 200MPap  。

 

2 2

cr crBC 22 0.7
AC

EI EI
x l x

F F 
  

  

 

 

2

2

2 2

2

2

0.412 0.7 2.89
0.412

0.7

crAC

crAB

EI
lF

EIF
l




  

100, 130

12

p p
p

E l l ul
bi I

A

   


      

   

3
2 9

2

cr 2 2

0.06 0.04200 10
12 281

0.5 0.5 3
EI kN
l

F



  




  

281 2.81 3
100

cr
st

F n
F

   



更多接本资讯请关注“河北精通专接本”微信公众号 70

解答：取研究对象，画受力图如图，其中 BD 杆受拉

0cM 
sin 45 2 3crBD crF F  

对于 BD 杆，

代入得：

8、已知一端固定、一端球铰的圆截面压杆的最大工作压力为 4kN，其长度 l=1.25m, 规定的

nst=6， 材料的 σp=220MPa，E=210GPa，试确定压杆截面直径 d。
解：压杆的直径未定，故无法确定其柔度和临界应力公式，先假设为细长杆。

由稳定条件：

2 4

max2 0.7
( ) 64cr st
EI dF n F I
l

p p
m

m
= ³ = =

1/4 1/42 3 2
max
3 3 9

64 ( ) 64 6 4 10 (0.7 1.25) 0.0206 20.6
210 10

stn F ld m m mm
E

m

p p

轾 轾× 创 创犏 犏³ = = =
犏 犏 创臌臌

计算压杆柔度

4

2

/ 64/
/ 4 4

d di I A
d

p

p
= = =

0.7 1250 170
20.6 / 4

l
i
m

l
´

= = =

2 2 9

6

210 10 97
220 10p

p

Ep p
l

s

创
= = =

´
pl l>

压杆为大柔度杆的假设成立，则前面按欧拉公式和稳定条件确定的截面直径有效。

取： 22d mm=

9、简易吊车最大起吊重量 G=50kN，CD 压杆为空心圆杆,其内、外径分别为 d=6cm, D=8cm，

2
3cr crBDF F 

51 2 2 2 10188.6 99.30.06 200
4

BD p
p

l E
i
   


 

      
2

2 11
2

2 2

0.062 10
4 157

188.6crBD crBD
BD

EIF A A kN





  

     

2 157 74
3crF kN  
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材料为 Q235 钢，λp=100， λs=57，E=200GPa，稳定安全系数 nst=4，试校核压杆稳定性。

解：确定压杆的柔度。

4 4
2

2 2

2

(1 ) / 64 1
(1 ) / 4 4

0.08 0.061 0.025
4 0.08

I D Di
A D

m

p a
a

p a

-
= = = +

-

骣 ÷ç= - =÷ç ÷ç桫

两端铰支压杆： 1 2 / cos30 2.309l mm = = =o

1 2.309 92.36
0.025 s p

l
i
m

l l l l
´

= = = < < CD 压杆为中长杆

304 1.12 92.36 201cr a b MPas l= - = - 椿

6 2 2201 10 (0.08 0.06 ) / 4( ) 442cr crF A N kNs p= 创 - =

由平衡条件： 0 sin 30 2 3 3 150A NCD NCDM F G F G kNå = ´ = ´ = =o

442 2.95
150

cr
st

Fn n
F

= = = < CD 压杆稳定性不够

10、由 Q235 钢组成的矩形截面压杆，其两端用铰销支承。已知截面尺寸：a=40mm，

b=60mm。设 l=2.1m，l1=2m，E=205GPa，σp=200MPa，试求此压杆的临界压力。

解：首先确定压杆的柔度。截面对其两个形心主轴的惯性半径不同，且压杆在两个主惯性

平面内的支承情况也不同，应分别计算。
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3 /12 17.32
12

z
z

I ab bi mm
A ab

= = = =

3 /12 11.55
12

y
y

I ba ai mm
A ab

= = = =

xy 平面内为两端铰支：
1 2100 121.2

17.32z
z

l
i
m

l
´

= = =

xz 平面内为两端固定： 1 0.5 2000 86.6
11.55y

y

l
i
m

l
´

= = =

max 121.2zl l l= = =

判断临界压力的适用公式：
2 2 9

6

205 10 100.6
200 10p

p

Ep p
l l

s

创
= = = <

´

此压杆为细长杆，有：
2 2 9

2 2

205 10 137.7
121.2cr

E Pa MPap p
s

l

创
= = =

330.5cr crF A kNs= × =

11、如图所示各压杆的直径 d 均相同，且 d=16cm，材料均为 Q235 钢。试判断哪一种压

杆的临界载荷 Fcr 最大?

解：

2 2

2 2 ( 100)
( )cr
EI EAF
l

p p
l

m l
= = >

l
i
m

l =

4

2

/ 64 40
/ 4 4

I d di mm
A d

p

p
= = = =
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5( ) 1 125
0.04

la
i
m

m l= = = =

0.7 7( ) 0.7 122.5
0.04

lb
i
m

m l
´

= = = =

0.5 9( ) 0.5 112.5
0.04

lc
i
m

m l
´

= = = =

故压杆 C 的临界载荷 Fcr最大

12、图示杆件由 Q235 钢制成，该材料的弹性极限σp=200MPa，屈服极限σs= 235MPa ，

弹性模量 E=200GPa，中长杆经验公式σcr=304 -1.12λ ，其中σcr 单位为 MPa， λ为压杆

的柔度。（1）试画临界应力总图并在图中标出特征点。（2）图中杆为 d=35mm 的实心圆杆，

稳定安全系数 nst=2.4，试校核该杆的稳定性。

解: (1)
2 2 9

6

200 10 99.35
200 10p

p

Ep p
l

s

创
= = =

´

304 304 235 61.61
1.12 1.12

s
s

s
l

- -
= = =

(2) 计算压杆的柔度

0.7 10.7 80
4 0.035 / 4

I d li
A i

m
m l

´
= = = = = =

s pl l l< < 该压杆为中长杆

304 1.12 304 80 1.12 214.4( )cr MPas l= - = - ´ =

压杆应力为

3

2 2

4 4 100 10 103.9
0.035

F F Pa MPa
A d

s
p p

创
= = = =

´

214.4 2.06 2.4
103.9

crn s

s
= = = < 该压杆稳定性不足

13、校核两端固定矩形截面压杆的稳定性。已知 l＝3m，F＝100kN，b＝40mm，h＝60mm。

材料的弹性模量 E＝200GPa， P 196MPa  ，稳定安全因数 nst＝2.5。

解答： 100, 130

12

p p
p

E l l ul
bi I

A
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故压杆符合稳定条件。

14、图示托架，其斜杆 BD 为直径 d=20mm 的圆截面杆，水平杆 AC 为 100mm×150mm 的

矩形截面杆，已知两杆材料的弹性模 E=200GPa，材料的许用应力

[σ]=170MPa，材料柔度的界限值λp =100，稳定安全系数 nst =2.5，非细长压杆的临界应力

公式为σcr =240-0.00682λ2 (MPa)，荷载 F=50kN，试校核此结构的安全性。

解：1、校核 AC 杆件：B截面左侧为危险截面

2、校核 BD 杆件的稳定性

满足强度和稳定条件

281 2.81 2.5
100

cr
st

F n
F
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15、图示结构，①、②两细长压杆截面和材料相同。若由于构件在 ABC 平面内失稳而引起

破坏，试确定使载荷 P 为最大时的θ角（设 0<θ<π/2）。（10 分）

解：由 B 节点的平衡条件可得：

cos1 PN 

sin2 PN  （2 分）

两杆为细长杆，临界力分别为：

（4 分）

要使 P 最大，①、②杆应同时达到临界状态，即

2
1

2

cos
l
EIP   ； 2

2

2

sin
l
EIP   （2分）

将两式相除可得：

 2
2
2

2
1 ctg
l
ltg 

由此得 )( 2 ctgarctg （2 分）

16、 图示结构中 AB 为刚性杆件，圆杆 CD 的直径 d=50mm，E=200GPa，λP=100，λS=60，直

线经验公式：  12.1304 cr ，稳定安全系数 nst=2。试确定结构的许可荷载[F]。

解： 由  0M B 可得

F
3
2NCD  （压力）

AB 杆为压杆，应保证其不失稳，所以做稳定计算

柔度： Pd
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i
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所以，杆 CD 为大柔度杆

kN4.386
08.1004

5010200
2
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 AEN cr

   F
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N
st

cr

3
2

2
4.386

CD 

  kN8.289F 所以，结构的许可荷载   kN8.289F

17、矩形形截面梁 ADB，已知 b=100mm，h=150mm，材料许用应力[σ]=150MPa。柱 AE 横截

面为圆形，直径 d=30mm，材料的弹性模量 E=200GPa，

判别柔度λp=100，直线经验公式为：σcr=a-bλ；稳定安全

系数 nst=2，两端铰支。试校核结构是否安全。（14 分）

解：（1）研究 AB 梁

kNRA 24 kNRB 48

作 AB 梁的弯矩图如右。

由弯矩图可知，危险截面为 D mKNMM D   48max

D 截面校核

   c
Z

D MPaM
 







 128
150100

61048
W 2

6

Dmax

故 AB 梁的强度条件满足。

（2）对 AD 柱：  压kN24ADN ，需进行稳定性计算。

柔度： Pi
l   3.133

4/30
1000

故可用欧拉公式计算其临界力。

KN
l
EIPcr 36.78

1000

1030
64
110200

)( 2

3432

2

2











  KN
n
PNkNN
st

cr
ADAD 18.39

2
36.7824  故压杆稳定性满足。

综上，结构安全。
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